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Vorwort 



Diese Schrift ist hervorgegangen aus dem Bedürf- 
nisse der Studierenden nach einem kurzgefalsten Buche, 
welches geeignet wäre, ihnen als Leitfaden für die Vor- 
lesungen und insbesondere zur Bepetition beim ersten 
Studium in der analytischen Mechanik zu dienen. 

Das Buch bietet in knapper, klarer Form und über- 
sichtlicher Ordnung nur das Notwendigste. Die Prin- 
zipe von dem Hebel, der schiefen Ebene u. a, sind un- 
berücksichtigt geblieben in der Erwägung, dals überall 
dem Studium der höheren Mechanik das der Elementar- 
Mechanik voraufgeht, wobei die betreffenden Partieen be- 
reits erledigt sein sollen. Ebenso sind die Probleme über 
Elasticität und Festigkeit ausgeschlossen worden; einer- 
seits, weil diese nicht in den Kreis des Universitäts- 
studiums gehören, andererseits, weil diese an polytech* 
nischen Schulen in besonderen Vorlesungen ausführlich 
behandelt zu werden pflegen. In Folge dessen hat auch 
die Lehre vom Stofse keine Berücksichtigung gefunden, 
weil hierbei die Elasticität der Körper hätte in Betracht 
gezogen werden müssen. 

Den einzelnen Kapiteln sind, wo es für nötig er- 
achtet wurde, zur Erläuterung Aufgaben ein- oder an- 
gefügt, welche mit vollständigen Lösungen versehen 
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worden sind. Die Aufgaben sind vielfach der vortreff- 
lichen »Aufgabensammlung aus der analytischen Mechanik'' 
von A. Fuhrmann (Leipzig, Teubner), welche ich hier 
zugleich den Studierenden noch zur weiteren Übung 
empfehle, entnommen. 

Der erste Teil des Buches umfafst die Statik 
der festen Körper, der zweite Teil, welcher die Dyna- 
mik der festen Körper enthalten wird, soll sobald als 
möglich nachfolgen. 

Mit Rücksicht auf die Lehramtskandidaten, welche 
nur eine Nebenfacultas in der Mathematik sich zu er- 
werben beabsichtigen, für welche also die Anschaffung 
des zweiten Teiles nicht nötig sein würde, wird jeder 
Teil einzeln abgegeben werden. 

Möge die Arbeit eine freundliche Aufnahme und 
eine nachsichtige Beurteilung finden! 

Gräfenthal, im Dezember 1887. 

Bieler. 
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I. 

Zusammensetzmig und Gleichgewiclit der 

Kräfte, welche anf einen Tollkommen freien 

materiellen Punkt wirken. 

1. Eine Kraft ist vollständig bestimmt, wenn ihre 
Gröfse, ihre Eichtang and ihr Angriffspankt gegeben sind. 
Man stellt eine Kraft geometrisch dar darch eine Strecke. 
Zwei Kräfte P and Q zasammen setzen heifst, eine dritte 
Kraft B so bestimmen, dafs durch sie genaa dieselbe Wir- 
kung heryorgebracht wird, wie durch P und Q zusammen. 
Man nennt B die Resultante von P und Q. P und Q heifsen 
die Komponenten von B. 

2. Grundgesetze der Statik. Wirken zwei Kräfte 
P und Q unter einem Winkel von 0^, d. h. in einer ge- 
raden Linie genau nach derselben Richtung, oder unter einem 
Winkel von 180^, d. h. in einer geraden Linie genau nach 
entgegengesetzter Richtung auf einen Punkt, so ist ihre Re- 
sultante B im ersten Falle gleich der Summe, im zweiten 
Falle gleich der Differenz der beiden Kräfte P und Q. Die 
Richtung von B ist im ersten Falle die gemeinsame Rich- 
tung der beiden Kräfte, im zweiten Falle diejenige der 
gröfseren Kraft. Der Angriffspunkt bleibt natürlich derselbe. 

JK = P+Q; nMB = P—Q (wennP>Q). 

Bieler, LeitÜEiden. I. 1 
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Wirken zwei Kräfte P nnd Q nnter einem Winkel von 
90^ auf einen Punkt, so wird ihre Besnltante B der Grö&e 
und Richtong nach dargestellt durch die yom Angriffspunkte 
ausgehende Diagonale des aus den beiden Kraftlinien kon- 
struierten Rechtecks. 

B = yPM^ cos {B,F) = y^=- 

Allgemeiner Fall. Wirken zwei Kräfte P und Q 
unter einem beliebigen Winkel y auf einen Punkt, 
so wird ihre Resultante R der Gröfse und Richtung 
nach dargestellt durch die yom Angriffspunkte aus 
gehende Diagonale des aus den beiden Kraftlinien 
konstruierten Parallelogramms. (Satz vom Paralle- 
logramm der Kräfte.) 

Folgerungen. Es ist 



Fig. 1. 
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B = VP« + Q^ + 2PQ cos y. 
P : Q : B == Bina : sin/9 : siny. 
Hieraus 

— ^ ,smp— ^ . 

Verlängern wir B über hinaus um 
sich selbst bis C und verbinden wir 
C mit A und B, ebenso A und B 
unter einander, so haben die Dreiecke 
OAC, OBCundOAB gleichen Flächen- 
inhalt; denn OAC = OBC, weil sie 
gleiche Grundlinie und gleiche Höhe 
haben und aus demselben Grunde ist 
OSB = OBC; OSB = OAB; also 
auch OBO = OAB. 

3. Zusammensetzung meh- 
rerer Kräfte. Wirken mehrere Kräfte 
in einer geraden Linie auf einen Punkt, 
80 ist, wie nach 2. unmittelbar folgt, 
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die Resultante gleich der algebraischen Snmme der einzelnen 
Kräfte; wobei alle Kräfte nach der einen Seite hin gerichtet, 
positiy, alle nach der anderen Seite hin gerichtet , negativ 
in Rechnung zu stellen sind. 

Wirken mehrere Kräfte P^, Pg, Pg» • • • • ^n> gleich- 
yiel ob sie in einer Ebene liegen, oder nicht, in yerschie- 
dener Richtung auf einen Punkt, so wird durch Konstruk- 
tion die Resultante gefunden, indem man die Kraftlinien 
mit Beibehaltung ihrer Richtungen an einander setzt Die 
Verbindungslinie des Angriffspunktes mit dem Endpunkte der 
80 erhaltenen gebrochenen Linie stellt die Resultante dar. 

Wirken nur drei nicht in einer Ebene liegende 
Kräfte auf einen Punkt, so wird deren Resultante 
der Gröfse und Richtung nach stets dargestellt 
durch die von dem Angriffspunkte ausgehende Dia- 
gonale des aus den drei Kraftlinien konstruierten 
Parallelopipedums. (Satz vom Parallelopipedum der 
Xräfte.) 

4. Zerlegung der Kräfte« Eine Kraft in zwei an- 
dere zerlegen, heilst zwei Kräfte suchen, deren Resultante 
die gegebene Kraft ist. Eine Kraft wird in zwei andere 
zerlegt, indem man ein Parallelogramm konstruiert, dessen 
eine Diagonale die gegebene Kraft darstellt. Die zwei im 
Angriffspunkt zusammenstofsenden Seiten des Parallelogramms 
stellen die beiden gesuchten Komponenten vor. 

Eine Kraft kann unendlich oftmal in zwei Komponen- 
ten zerlegt werden. 

Eine Kraft kann nur auf eine Weise in zwei Kompo- 
nenten zerlegt werden, sobald die Richtungen der letzteren 
vorgeschrieben sind. 

Jede Kraft kann in drei andere zerlegt werden, indem 
man ein Parallelopipedum konstruiert, dessen eine Diagonale 
die gegebene Kraft darstellt Die drei im Angriffspunkt zu- 




— 4 — 

sammenstofsenden Kanten des Parallelopipedums sind die 
drei Komponenten. 

Soll eine Kraft P nach zwei anf einander senkrechten 
j,. 2 Richtungen OX und F, mit 

welchen ihre Richtung bez. di& 
Winkel a und ß bildet, zer- 
legt werden, so sind die Kom- 
ponenten 

OB = Pcosa; 
OC = Pcoaß = Psiaa. 

5. Zosammensetzang der Kräfte darch Zer- 
legung. Kräfte in derselben Ebene. Sind gegeben 
die n Kräfte P^, Pg, P3, . . . . Pn, welche sämtlich auf den 
Punkt wirken, so lege man durch den. Angriffspunkt O 
zwei rechtwinklige Axen OX und OY, welche mit den ge- 
gebenen Kräften in derselben Ebene liegen, im übrigen aber 
beliebige Richtung haben mögen. Jede der gegebenen Kräfte 
zerlege man nach diesen Richtungen in zwei Komponenten. 
Sodann lassen sich sämtliche Komponenten in jeder der bei- 
den Axen durch algebraische Summierung zu einer Kraft 
zusammensetzen. 

Bezeichnet man nun die Winkel, welche die einzelnen 
gegebenen Kräfte mit der x-Ahq bilden, der Reihe nach 
mit «1, «2, «3 , . . . ofn, diejenigen, welche sie mit der 
^-Axe bilden, der Reihe nach mit ß^, ß^ .... /?n, wobei 
sämtliche Winkel in demselben Sinne zu zählen sind; be- 
zeichnen wir ferner mit X die Summe aller in die x-Akq 
fallenden, mit T die Summe aller in die ^-Axe fallenden 
Komponenten, so ist 

X=Pi cos of 1 + Pg cos «2 + Pg cos «3 . . . . + Pn COS aji=2Pcoß a ; 

T=Pi^ cos ß^^ + Pg cos /?2 + Ps cos /?8 .... + Pn COS /?n =2PC0S ß, 

Ist B die Resultante der sämtlichen gegebenen Kräfte, 
sind a und & die Winkel, welche B bez. mit der x- und 
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y-Axe bildet, so ist H der Gröfse und Richtung nach voll- 
ständig bestimmt durch die Gleichungen: 

jy Y 

B = VX^+ Y^; cosa=:-^; cos&=— . 

Kräfte im Räume. Man lege durch den Angriffspunkt 
drei auf einander senkrecht stehende Axen OX, OFund OZ. 
Bezeichnet man die Winkel, welche die gegebenen Kräfte 
mit diesen drei Axen bilden, bez. mit a^, ß^y y^; a^, ß^, y^\ 

^8» ^31 y» •••? ^n> ß^y AJ ^^<i ^st noch Z= JSP cos j/, so 
ist jetzt 

"X Y 71 

i?=yz^ + r2 + Z2;cosa = -^;cos& = ^;cosc = -^. 

6. Bedingangen des Oleichgewichts. Behalten 
wir die vorigen Bezeichnungen bei, so sind n beliebige 
Kräfte im Gleichgewicht 

in der Ebene, wenn X= und r==0 ist; 

im Räume, wenn X=0, F=0, Z=0 ist. 

Anm. Es bezeichnen auch im folgenden X, T, Z stets 
die Summen aller in der Richtung der bez. drei Coordinaten- 
axen wirkenden Kräfte. 



n. 

Oleichgewicht der Kräfte, welche anf einen nn- 
ToUkommen freien materiellen Punkt wirken. 

7. Im vorigen war beständig angenommen, dafs der 
materielle Punkt, auf welchen Kräfte wirkten, sich frei nach 
jeder beliebigen Richtung hin bewegen konnte. Im Folgen- 
den soll diese Bewegung durch gewisse Bedingungen einge* 
schränkt werden. Der Punkt soll gezwungen sein, auf einer 
Kurve, bez. auf einer Fläche zu bleiben. 
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Grundsatz. Die Wirkung einer solchen Kurve, bezw» 
Fläche besteht darin, dafs jede zn diesen normal wirkende 
Kraft vernichtet wird, jede tangential wirkende Kraft da- 
gegen vollständig zur Geltung kommt. 

Hiernach ergiebt sich, dafs der materielle Punkt im 
Gleichgewicht sich befinden wird, sobald die Resultante 
B sämtlicher auf den Punkt wirkender Kräfte normal zur 
Kurve bez. Fläche gerichtet ist. Hierfür haben wir in den 
einzelnen Fällen den analytischen Ausdruck zu suchen. 

A) Der Funkt sei gezwungen, auf einer ebenen 

Kurve zu bleiben. 

8. Es sei die Kurve gegeben durch die Gleichung 

y=f[x). 
Bildet die Tangente im Angriffspunkte der Kurve mit der 
X' und y-Axe bez. die Winkel (p und ij), die Besultante B 
mit denselben Axen bez. die Winkel a und fe, so wird B 
normal zur Kurve wirken, d. h. B wird im Angriffspunkte 
auf der Tangente der Kurve senkrecht stehen, wenn 

cos a cos qp + cos h cos i/; = 0. 
Es ist nun 

cosa=— ; cos& = -^; 

B M 

dx dy 

cosg) = ^;cosV/=-. 

Folglich ist 

Xdx+ Tdy = 0\ 
oder 

dx 

Wird diese Gleichung erfüllt, so findet Gleichgewicht 
statt. Für diesen Fall giebt die Formel Ä = y"^MnF^ 
die Gröfse des auf die Kurve wirkenden Druckes an; und 



— 7 — 

die obigeu Formeln für cos a und cos h bestimmen die Rich- 
tung desselben. 

9. Aufgabe. Eine ans den Halbaxen a und h kon- 
struierte Ellipse, welche so liegt, dafs ihr Mittelpunkt sich 
in der ^-Axe im Abstände b vom Coordinatenursprunge be- 
findet und ihre grofse Axe parallel zu der der x ist, rotiert 
mit der Winkelgeschwindigkeit w um die y-Axe des recht- 
winkligen Coordinatensystems. An welchen Stellen der Ellipse 
ist ein schwererer Punkt von der Masse 1 im Gleichgewicht? 

LSsung. Die Gleichung der Ellipse lautet in diesem 
Falle 

- u !£i !z_ 1 = 

Wenn sich der Punkt an der Stelle xp befindet, so 
sind die auf ihn wirkenden Kräfte 

X = to^x; und T=== — g. 

Aus der Gleichung für die Ellipse folgt durch Diffe- 
rentiation 

dy bx 

du 
Setzt man diese Werte für Z, Y und -~ in die obige 

äx 

Bedingungsgleichung ein, so wird 

9 gbx ^. 

w^x ^ = 0; 

aVa^^-- x^ 
und hieraus ergeben sich als Abscissen der Gleichgewichts- 
stellen 

x = 0\ und a: = + — « -/a^tc;* — 6V; 
welches letztere nur so lange möglich ist, als 

ist. 




a« 



10. Aufgabe. Auf einen materiellen Fnokt wirkt 
parallel der x-Axe eine Kraft, mugekehrt proportional dem 
Abstände von der y-Axe; parallel der y-Axe eine andere, 
umgekehrt proportional dem von der x-Axo. Beide haben 
für die Einheit des Abstandes die Intensität Ä. Es soll 
1} die Kurve bestimmt werden, auf welcher der Punkt überall 
im Gleichgewicht ist; 2) die Gröfse des Normaldruckes, 
welchen die Linie an jeder Stelle xi/ auszuhalten hat. 

Usung. 1) In der Bedingnngsgleichnng 



X = _ und r = — 

X y 

zu setzen. Dadnrch wird 

X y dx 
oder 

xdy + ydx = 0, 
Die linke Seite ist ein vollständiges Differential; mitbin 
xy^c, 
d. h. die verlangte Linie ist eine gleichseitige Hyperbel, 
iliTfln Asymptoten die Coordinatenaxen nnd deren Halbaxen 
3big sind. 
2) Der ISormaldrock an der Stelle xy ist 

f X* y* f x^ y^ C ' x^ 



Der Funkt sei gezwunircii, auf einer Baum- 
kurve zu bleiben. 

11. Ist die Kurve durch die beiden Gleiehnngen 

y^fix); und e^ F{x) 
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» 

gegeben, so folgt genau auf dieselbe Weise» wie iu 8. als 

Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht 

Xdx + Ydy + Zdz-=0\ 
oder 

dx dx 

12. Ist die Eurve gegeben durch die beiden Gleichungen 
f (a?, y) = und F{x, £r) = 0, 
so ist aus der Differential-Bechnung bekannt, 



dy 


dx 


dx 


sf (^, y) 




dy 




Sf {x, y) 


dz 


dx 


dx 


sf (^, y) 



Sz 
Das Übrige bleibt ungeändert. 

13. Ist endlich die Kurve gegeben durch 

^1 (^, y» ie?) = und F^ (a?, y, z)^0, 
welche zu zwei Flächen gehören, deren Durchschnittslinie 

die Kurve ist, so sind -^ und 3— bestimmt durch 

dx dx 

SF. , SF. dy , SF, dz 

— i + — i . — ^ + ^ . — = 0; 

dx dy dx dz dx 

dF^ dF^ ^ dy dF^ dz ^^ 
dx dy dx dz dx 

Setzt man die hieraus für — ^ und 3- folgenden Werte 
• dx dx 

in die letzte Gleichung in 11. ein, so ist dieser Fall auf 

den früheren zurückgeführt. 

14. Aufgabe. Eine Cylinderfläche, welche parallel zur 
Z'Axe eines rechtwinkligen räumlichen Coordinatensystems 
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liegt und über einem Halbkreise steht, dessen einer Durch- 
messer a die ^-Axe und dessen eine Tangente die y-Axe 
ist, schneidet eine Engelfläche, deren Mittelpunkt mit dem 
Coordinatenanfange 2nsammenfällt und deren Halbmesser 
dem Cylinderdnrchmesser gleichkommt. Auf der Schnittlinie 
beider Flächen befindet sich ein Punkt P, welcher dieselbe 
nicht verlassen kann und auf den die Kräfte U, Vf W wir- 
ken, die parallel zu den Coordinatenaxen proportional x^ y 
und z sind und füraj = y = ;e=l die Intensitäten Ay 
B, G haben. Wo ist der Punkt im Gleichgewichte? 

Losung. In diesem Falle ist die Gleichung der Cylinder- 
fläche (1^1 = 0) 

x^ + y« — f.x = 0; 
die Gleichung der Kugel {F^ = 0) 

x^ + y^ + 0^ = r\ 

Durch partielle Differentiation folgt hieraus 

Sx V /» ^x * 

Sz ' Sz 

Diese Werte in die beiden Gleichungen in 13. ein- 
gesetzt, giebt 

. dy t dz 
ax ax 

Hieraus ist sofort 



] 



— = — -• und ^ — ÜZlf 

dx z* dx y ' 
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Dies substituiert in die Bedingungsgleichnng in 11, 

liefert 

rjC^B) 

als Abscisse der Gleichgewichtsstelle. 

C) Der Funkt sei gezwungen, auf einer Fläche 

zu bleiben. 

15. Es sei die Fläche gegeben 

Soll Gleichgewicht vorhanden sein, so ffiufs die Besul- 
tante B sämtlicher auf den Punkt wirkender Kräfte normal 
zur Fläche gerichtet sein. Sind nun a, 6, c wieder die Win- 
kel, welche R bez. mit der a?-, y- und ;er-Axe bildet, A, ^, v 
die Winkel, welche die Normale im Angriffspunkte zur Kurve 
mit den bez. Coordinatenaxen bildet, so fällt die Richtung 
von B mit der Richtung der Normalen zusammen, wenn 

oder 

cosa = cosX; cos6 = cos^; cosc = cosv 
ist. 

Aus der analytischen Geometrie ist bekannt 

dx 
cos A = — 



V(0 + i-i+' 



2 /^\2 



dy 
cos fi= - 



m'+(S) 



2 
+ 1 



cos V == + 



V(S)' + (f1+' 






1 
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Ferner ist auch hier wieder, wie früher 

X ^ Y Z 

cos a =a — ; cosft =-^; cosc = — . 

M M M 

Folglich lauten jetzt die Bedingungsgleichungen fOr den 
Fall des Gleichgewichts 



r^ dy 



Vi^^i 




^=+ 



22 1 //<9ä\2 /;9Ä\a 

+ 1 



m'+(S)^ 



Diese Gleichungen lassen sich leicht auf die beiden 
folgenden Gleichungen zurückführen: 

X dz ^ Y Sz 

-= = — — - und -= = — ^r-. 

Z Sx Z Sy 

oder 

Sz 

dz 
Sy 

Werden diese Gleichungen erfüllt, so geben die For- 
meln für i?, cos a, cos fe und cos c wiederum Gröfse und Rich- 
tung des auf die Fläche ausgeübten Druckes an. 

16. Ist die Fläche gegeben durch die unentwickelte 
Gleichung 
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SO Ist hieraus 




BF 




Sz 


Sx 










dx 


SF 


\ 




dz 


und 




dF 




Sz 


Sy 










dy 


SF 



dz 

Setzt man diese Werte in die früheren Bedingungs- 
gleichungen in 15. ein, so gehen diese über in 

BF SF 
Sz Sx 

SF SF 

rip-— z-=-=o. 

Sz Sy 

Man kann diese beiden letzten Gleichungen auch in Form 
einer fortlaufenden Proportion schreiben: 

SF SF SF 



X:Y:Z = 



Sx ' Sy ' Sz 



17. Aufgabe. An welchen Stellen der Ellipsoidfläche 

/p2 y2 ^2 

-F + T^ + -s = 1 befindet sich ein materieller Punkt im 
a* 0^ c^ 

Gleichgewichte, wenn auf denselben, parallel zu den Axen, 

die konstanten Kräfte Ä, B und C wirken? 

LSsung. Es kommen zur Anwendung die beiden letzten 
Bedingungsgleichungen in 16. In diesen ist zu setzen 

X=A; Y=B] Z=0\ 
ferner, wie sich durch partielle Dififerentiation der Gleichung 
für die Ellipsoidfläche ergiebt, 

^_2^^ SF_2y^ SF_2z 
Sx~~~ä^'* Sy~¥'' Sz~~c^' 



Sodann gehen obige Gleicbnogen Ober in 

2,!£_o?|=o. 

Nimmt man hierzu noch die gegebene Fl&chengleicbtmg 

o» ö« (■« 
so hat man drei Gleichnngen , ans welchen die drei Unbe- 
kannten X, y, e zn bestimmen sind. Mit Leichtigkeit fin- 
det man 

Aa'' 






■/j.%»-h5«6»-|-C«<;» 
■56' 



als Coordinaten der Gleichgewichtsstelle. 



Znsammensetznng und Gleichgewicht paral- 
leler Kräfte, welche auf ein starres Punkt- 
system wirken. 

18. Ein starres Fanktsystem ist ein System von 
materiellen Punkten, deren Lage zu einander, wenn Kräfte 
an ihnen wirken, sich nicht ändert, deren gegenseitige Ent- 
fernnngen also nnter allen Umständen dieselben bleiben. 

Ein starres Fnnktsystem bilden die materiellen Punkte 
eines festen, völlig tinbiegsamen Körpers. 
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Grundsatz. In einem starren Punktsystem darf der 
Angriffspunkt einer Kraft nach jedem beliebigen Punkte in 
der Kraftrichtung verlegt werden, ohne dais dadurch die 
Wirkung der Kraft geändert würde. 

A) Zusammensetzung paralleler Kräfte. 

19. Sind gegeben zwei parallele gleich gerichtete 
Kräfte P und Q, deren Angriffspunkte durch die starre Ge- 
rade AB verbunden sind, so bringen wir in A und B zwei 
beliebige, aber völlig gleiche, in der Bichtung der Geraden 
AB entgegengesetzt wirkende Kräfte s an. Die Wirkung 

Fig. 3. 




von P und Q wird hierdurch nicht geändert; s setzen wir 
das eine Mal mit P zu AQ-y das andere Mal mit Q zu BH 
zusammen. Sodann verlegen wir die Angriffspunkte von AG 
und BH in den gemeinsamen Schnittpunkt J ihrer Bich- 
tungen, so dafs wird JK=AG und JL=^BH. Darauf 
zerlegen wir JK und JL wieder in derselben Weise, wie 



1 
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sie entstanden sind. Hierdurch entstehen die Komponenten 
JM und JN einerseits, und JO und JT andererseits. £s 
ist JM gleich und direkt entgegengerichtet J0\ also heben 
sie sich auf; so daDs hlofs JN und JT ührig hleiben. 
JN = P und JT= Q haben denselben Angriffspunkt und 
ihre Richtungen liegen in einer Geraden und sind gleich. Mit- 
hin ist ihre Resultante JTJ—JN + JT\ oder Ii=^P+ Q. 

Die Richtung von B Ist die gemeinsame Richtung von 
P und Q. 

Verlegen wir den Angriffspunkt von B nach F, so daJs 
YW= B wird, so ist A JNK c^ A JYA\ und A JTIj 
(^ A JVB, Daher JN : NK = JV : ÄV oder P:s = 
JViÄV; JT:TL = JV:BV oder Q:s = JV:BV. 

Folglich 

P.AY==Q.BV 

oder P:Q=VB:VÄ; 

also 

Satz. Zwei parallele gleichgerichtete Kräfte P 

und Q haben eine Resultante B gleich ihrer Summe 

P + Q, welche parallel gleichgerichtet mit ihnen 

ist und so zwischen ihnen liegt, dafs ihre Abstände 

von den Komponenten P und Q sich umgekehrt, 

wie die an ihnen wirkenden Kräfte verhalten. 

20. Sind gegeben zwei parallele, entgegengesetzt ge- 
richtete Kräfte P und Q, so verfahre man genau auf die- 
selbe Weise, wie in 19. Man gelangt sodann mit Leichtig- 
keit zu dem 

Satz. Zwei parallele entgegengesetzt gerichtete 
Kräfte P und Q haben eine Resultante gleich ihrer 
Differenz P — Q (wenn P> Q), welche auf der Seite 
der grö&eren P liegt und mit dieser übereinstim- 
mend gerichtet ist. Ihre Abstände von den Kom- 
ponenten P und Q verhalten sich umgekehrt, wie 
die an ihnen wirkenden Kräfte. 
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Verfahren wir anf diese angegebene Weise mit jedem 
der n Kräftepaare, so bekommen wir dnreh Znsammensetzting 
der in der zy-^ zx- und :)?^- Ebene enthaltenen Eräftepaare 
je ein resultierendes Eräftepaar, dessen Moment bez. ist 

IF {y cos y — z cos ß) = L; 
2P {zcosa — xco8y)==-M; 
2P {xcosß — ycosa) = JN'. 
Diese drei Kräftepaare lassen sich zu einem Kräfte- 
paar zusammensetzen, dessen Moment ist 

Die drei Winkel A, B, C, welche die Axe dieses Kräfte- 
paares mit der x-, y-, z-Ane bildet, sind daher 

L ^ M ^ N 

cos -4 = -=; cosjB = -=; cos (7=-=:. 

jL Ji. JL 

44. Wir wollen noch den analytischen Ausdruck suchen 
dafür, dais die Kraft B und das Kräftepaar K, sich in eine 
Kraft verwandeln lassen. Dies ist, wie schon bemerkt, mög- 
lich, wenn die Richtung voni? parallel der Ebene des Kräfte- 
paares K ist; oder mit anderen Worten: es mufs die Axe 
des Kräftepaares K senkrecht auf der Kraft stehen, d. h. 
es mufs sein 

cos a cos Ä + cos 6 cos J? -|- cos c cos (7= 0; 
oder 

E' k'^ B ' k'^ B 'K~ ' 

oder 

XL+ YM+ ZN=0. 
Dies also ist die Bedingung, daiä n beliebige Kräfte,, 
welche an einem starren Punktsystem wirken, nur eine 
Kraft als Resultante haben. 

B) Gleichgewicht beliebiger Kräfte. 

45. Ist das System der materiellen Punkte vollkommen 
frei, so mufs, wenn dasselbe sich im Gleichgewicht befinden 

B iel er, Leitfaden. L 3 
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soll, da eine Kraft einem Eräftepaar nie das Gleichgewicht 
halten kann, die Kraft für sich gleich Null und das Kräfte- 
paar für sich gleich NaU sein; also 

B = 0; und K=0; 
oder X=0; r=0; Z=0; L = 0; M=0; N=0. 

Die ersten drei Gleichungen drücken aus, dafs das System 
keine fortschreitende, die letzten drei, dafs dasselbe keine 
drehende Bewegung machen kann. 

46. Hat das System einen festen Punkt in sich, so 
kann dasselbe immer noch eine drehende Bewegung machen. 
Wählen wir diesen festen Punkt als Coordinatenanfang, so 
wird die resultierende Kraft B, welche in diesem Punkte 
angreift, durch den festen Punkt vernichtet. Dagegen kann 
die Wirkung des resultierenden Kräftepaares K vollständig 
zur Geltung kommen. Soll Gleichgewicht vorhanden sein, 
so ist jetzt hinreichend, dafs 

L = 0; Jf=0; N=0 

ist. 

47. Sind in dem Systeme zwei feste Punkte vorhan- 
den, so wird die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte 
in allen ihren Teilen fest. Nehmen wir diese Gerade als 
eine der drei Coordinatenaxen an, z. B. als z-Axe, so kann 
sich jetzt das System blofs noch frei drehen um diese Axe, 
Soll Gleichgewicht vorhanden sein, so ist hinreichend, dalls 

ist. 
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V. 

Vom Schwerpunkte. 

48. Alle Körper auf der Erdoberfläche werden von 
einer Kraft nach dem Mittelpunkte der Erde hingezogen. 
Diese Kraft, welche man parallel wirkend mit der physi- 
schen Vertikalen, d, h. nach Bichtung des auf der Ober- 
fläche des Wassers errichteten Perpendikels annimmt, hei&t 
die Schwerkraft. Dieselbe ist konstant, so dafs sie also 
beständig auf jedes kleinste Teilchen des Körpers dieselbe 
Wirkung ausübt. Die Bichtungen dieser einzelnen Kräfte, 
welche an sämtlichen materiellen Punkten des Körpers an- 
greifen, sind unter einander parallel. In III. haben wir n 
solcher paralleler Kräfte zusammensetzen gelernt; jetzt haben 
wir es mit unendlich vielen solcher Kräfte zu thun. Wenn 
diese Kräfte ihre gemeinsame Bichtung ändern, so giebt es 
doch, wie wir wissen, einen Puiikt, durch welchen beständig 
die Besultante der Kräfte hindurchgeht. Dieser Punkt, 
welchen wir früher Mittelpunkt der parallelen Kräfte ge- 
nannt haben, heilst jetzt Schwerpunkt des Körpers. 

49. Es handelt sich nun darum, die Intensität der un- 
endlich vielen Kräfte und die Lage des Schwerpunktes zu 
ermitteln. Die Intensität der sämtlichen Kräfte, d. i. die 
Schwerkraft, ist nichts anderes als das Gewicht des Körpers. 
Ein Massenteilchen des Körpers sei dm; die Schwerkraft 
wirke in der Bichtung der ;ef-Axe des rechtwinkligen räum- 
lichen Coordinatensystems; die Coordinaten von dm seien 
Xj y, z. Die Intensität der Schwerkraft hat nun ein be- 
stimmtes Mala. Die Stärke nämlich, mit welcher die Masse 1 
angegriffen wird, ist gleich g. gdm ist die Kraft, welche 
früher mit P bezeichnet wurde. Die Summe ^gdm dieser 

sämtlichen Kräfte wird in diesem Falle als Integral fgdm. 

3* 



1 
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sich darstellen. Dies drückt also das Gewicht des Körpers 
ans. Früher hatten wir fgdm mit B bezeichnet Nach 
der Theorie der parallelen Kräfte war nun 

It^ = 2Px\ Bri^SPr, B^===2Pz. 
Diese Formeln gehen jetzt über in 
^fgdfn = fxgdm; rjfgdm^=fygdm; Cfgdm=fzgdm. 
Da g konstant für alle Teile des Körpers ist, wird 
^fdm=fxdm; 7jfdm=f^dm; tfdm=fßdm. 

Bezeichnet F das Volumen des Körpers, und p die 
Dichtigkeit von dm, so wird, da dm^=pdY ist, 

^f^dY=fxpdY\ 'rifpdy=fypdY\ tfpdV=fzpdy. 

Die Gröfse p mufs als Funktion der Coordinaten x^ 
Vi z gegeben sein; man setzt dann ihren Wert in diese 
Formeln hinein. 

Für homogene Körper, d. h. für solche, bei welchen 
die Dichtigkeit konstant ist, wird 

lfdY=fxdY\ rifdY=fydY) ^dY=JzdY. 

Die vorkommenden Integrale sind meist mehrfache. Die 
Grenzen der Integrationen ergeben sich in jedem speziellen 
Falle aus der Natur des gerade in Betracht kommenden 
Gebildes. 

Bisweilen werden eine oder auch zwei Dimensionen des 
Körpers unendlich klein, dann erhalten wir die Aufgabe, den 
Schwerpunkt einer Fläche, bez. einer Linie zu suchen. Ob- 
gleich Fläche und Linie ohne materiellen Inhalt, also auch 
ohne Gewicht sind, so pflegt man doch von ihren Schwer- 
punkten zu reden; insofern nämlich man sich auf dieselben 
parallele Kräfte wirkend denkt und sich deren Verteilung 
als gleichförmig vorstellt, wenn man von homogenen Flächen 
oder Linien redet; als ungleichförmig, wenn man vom Gegen- 
teil spricht. 

50. Allgemeine Sätze über Schwerpnnktsbe- 
stimmung. a) Ist ein homogenes Gebilde in Bezug auf 
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eine Ebene symmetrisch, so liegt der Schwerpunkt desselben 
in dieser Ebene. 

b) Ist ein homogenes Gebilde in Bezug auf eine Axe 
symmetrisch, so liegt der Schwerpunkt in dieser. 

c) Besteht ein homogenes Gebilde aus zwei Teilen, so 
liegt der Schwerpunkt des Gesamtgebildes auf der geraden 
Verbindungslinie der Schwerpunkte der beiden Teile, und 
zwar da, wo diese Linie im umgekehrten Verhältnisse der 
Gewichte dieser Teile geteilt wird. 

d) Sin tn, m\ m" die Massen der Teile eines 

homogenen Gebildes, deren Schwerpunkte einzeln bez. als 

X, y^ z) x*y y', z*) bekannt sind, so ist auch der 

Schwerpunkt des Gesamtgebildes bestimmt durch 

wa;+m'a:'+m'V+ w^-f»»V+w»'y+ 

w+W+m"+ ' ' ni+m'+m"-\- ' 

y mz'\'m*z*+m"js**+ 

Q =. . 

f»+»»'+w"+ 

e) Liegen die Schwerpunkte der einzelnen Teile eines 
homogenen Gebildes in einer Geraden, so liegt der Schwer- 
punkt des Gesamtgebildes in derselben Geraden. 



A) Bestimmung des Schwerpunktes von Linien, 

51. Allgemeine Formeln. Es bezeichnen ?, i?, ? 
die Coordinaten des Schwerpunktes der Linie, stets bezogen 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem; ferner bezeichne 
ds dasBogenelement; und^? sei die Dichtigkeit im Punkte o;^. 

a) Ebene Kurven. 

a) Es sei die Gleichung der Kurve gegeben in recht- 
winkligen Coordinaten : y =f {x). Der Bogen 5, dessen 
Schwerpunkt bestimmt werden soll, werde gerechnet von Xq 
bis iCjL« 
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Ist p veränderlich, j? = T// (a?, y\ so ist 
^fpds=fxpds; rifpds=fypds; 

Xq X^ X0 x^ 

vfo ds = 1/ 1 + 1^1 <dx ist. 



] 



=V^W) 



Ist p constant, dann ist einfacher 
s^=jxds; sfj^fyds; 

«1 . -— 

WO s =J |/l + {^ . dx ist 

ß) Es sei die Gleichung der Kurve, welche als homogen 
vorausgesetzt werden soll, in Polarcoordinaten gegehen: 
r=f {q>). Der Bogen, dessen Schwerpunkt zu bestimmen 
ist, werde gerechnet von der Anomalie q>Q bis zur Ano- 
malie gp^. Das Polarcoordinatensystem und das rechtwink- 
lige Coordinatensystem, auf welches ^ und rj bezogen zu 
verstehen sind, lege man so, dals die ^-Axe mit der Axe 
des Polarcoordinatensystems und der Coordinatenanfang mit 
dem Pole zusammenfallt. Bezeichnet man dann noch mit 
3^ den zu q>^ und mit Sq den zu (p^ gehörigen Eurvenbogen^ 
so sind, wenn man zunächst die Linie sich auf das recht- 
winklige Coordinatensystem bezogen denkt, § und t] be- 
stimmt durch 

iri Xi 

(^1 — «o) ^=fxds; und {s^ — s^) r]=fyds. 

Xq Xq 

Hierauf folgen unmittelbar in Bezug auf das Polar- 
coordinatensystem : 

(«1 — ^o) ?= / ^ l^*^*"*"!^) ^^^ ^ ^^'' 
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und 



f>i 



'^=I}/"^[^'^:'^"-JV^'^ 



{Si—s«)7]=Jr yr*+L^\ sin ^ dg»; 

worin 

<Pi ^ 

^ t/ r • \aq>j 

ist. 

y) Nack der Guldinschen Regel ist die Oberfläche 

eines Rotationskörpers gleich dem Produkte der erzeu- 
genden Linie s in den Weg ihres Schwerpunktes; also wenn 
die Rotationsaxe als x-Axe genommen wird, 

= 2r]7ts. 

Umgekehrt folgt also hieraus 



b) Raumkurven. 

Die Kurve sei gegeben durch die Gleichungen /s=f{x); 
Ist p veränderlich, so ist 

Xi Xx Xi (Kl Xi Xx 

^fpds=fxpds; rifpds=fypds; ^fpds=fzpds\ 

Xq X^ Xo ^ Xü X0 

wo jetzt 



Ist p constant, so ist wieder einfacher 

Xi Xx Xx 

s^=fxds; srj=fyds; s^=feds; 

Xq Xq Xq 



Xx 

WO 5 = 

Xo 



/K' + (l)M£)- - 
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s 

52. Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt eines ho- 
mogenen Kreisbogens, dessen Sehne = 2a nnd dessen 
Badius = r ist? 

Lttsung. Man lege das rechtwinklige Coordinatensystem 
so, dafs der Coordinatenanfang in den Kreismittelpnnkt nnd 
die ^*Axe in die Halbiemngslinie des Centriwinkels fällt 
Nach 50 b ist §=0, die Ordinate tj wird bestimmt durch 



—' 9 



Es ist x^ + y^ = r^; also xdx + ydt^-=-0; 



dy X , 



X 



9 



folglich 



sri= j rdx; oder t] = ; d. h. 



— 9 



der Schwerpunkt liegt auf der Halbierungslinie des Centri- 
winkels so, daHs sich sein Abstand vom Ereismittelpunkte 
zum Radius verhält, wie die Länge der Sehne zu der des 
Bogens. 

2r 

Für den Halbkreis wird w== — • 

Dieser Wert ergiebt sieh auch schnell unter Anwendung 
der Formel in 51, a, y; denn läfst man den Halbkreis um 
seinen Durchmesser als Axe rotieren, so entsteht eine Kugel, 
dessen Oberfläche ist 

= A^^7t; also r) = -z — 5-= — • 

' 2r7C^ 7C 

53. Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt eines Cy- 
cloidenbogens, welcher vom Wälzungswinkel q> bis zum 
Wälzungswinkel ^1 gerechnet wird und wenn der Halbmö&ser 
des rollenden Kreises r ist? 
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LHsung. Legt man das rechtwinklige Coordinatensystem 
sOy dais die a;-Axe mit der als Basis dienenden Geraden 
zusammenfällt und dais die a;-Axe durch den Anfangspunkt 
der Cycloide geht, so lautet die Gleichung der Cycloide 
x = r {g> — singp); y==r {1 — cos y). 
Hieraus 

dx^=r (1 — cosq>)äq); d^ = rsmq)dq) 

ds=^2r8m^dg>; s = 8rsin -^. 
2 4 

Die Coordination | und t] des Schwerpunkts sind be- 
stimmt durch 

s^=2ry(q>—siaq))8ia^dq); Sf]=2r^ f{l—coBq))sm^dq); 

oder 

sg = 4r2 1^- sin X _ (y — sin q>) cos ^J. 

^=8r«[(icos'f-l)cosf + |]. 

Folglich 

4 ^cp QP 

^sin^-.(qp — sin9?)cosi- 



T 



2 . *q> 

sin-f- 

4 



+ 1 



sm-^ 
4 

Für die ganze Cycloide, für welche in den letzten 
Formeln g> = 27t zu setzen ist, wird 

^=r7c; und 1^ = — n 

54. Aufgabe. Welches sind die rechtwinkligen Schwer« 
pnnktscoordinaten ^ und i] des von o bis 7t gerechneten 
homogenen Bogens der Cardioide r = a (1 + cosqp)? 
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LKsung. Die gesuchten Coordinaten ergeben sich aus 
den Gleichtingen 

n 



5g=z= / rcosy l^^'+i^l ^y» 





n 



sri = J rsm(p\ r^-{-\^ dcp; 



wo s 



-JV^'^'-- 





Setzt man in diese Formeln 



r=a (l + cosgp); — = — asin^; 

mithin 1^*''+(;t— ) = 2 a cos ^, 
so folgt s = 4a; und weiter 

4 a §= 2 a^/(l + cos q>) cos y cos ^ dq>; 

^ cp 

4:arj = 2a^f(l + cosgp) singp cos-^dqp. 



cp u 

Durch die Substitution -^ = u und -^ = t sind die 

Integrationen leicht ausführbar und man erhält schlieDslich 

55. Aufgabe. Welches sind die Schwerpunktscoor- 
dinatendes homogenen Schraubenlinienbogens s, welcher 
von z = bis z = z^ gerechnet wird? 

LSsung. Ist r der Spindelradius, a der sogenannte 
Parameter der Schraubenlinie, so dass a = r tan er ist, wo 
unter a der Steigungswinkel zu verstehen ist, so sind die 

Gleichungen der Schraubenlinie 

z z 

ic = r cos — : « = r sin — . 
a a 
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Die Schwerponktscoordinaten sind bestimmt durch die 
Gleichmigen 

B 8 S 

^s=fxds; ri8=fyds\ ^8=f0d3» 



Im vorliegenden Falle wird 

TZ TZ 

dx = — sin — dz; dy = cos — dz; 

a a a a 

folglich wird 



^ l/TTTTTTTT dz -Vr^^ a^ 



cis==\/ dx^ + dy^ + dz^ = 



a 
und also 



zVr^ + a^ 

s = • 

a 

Mithin 

' z ' z ' 

^z = rf cos —dz; r]Z=rf sia — dz; Cz ^^ fzdz; 

ÖP ^ ' 

und hieraus 



(l — cos —1 



. z 
r sm — ar 

y ^ \ CLJ ^ Z 



oder* auch 

^~ z' ^~ z ' ^~2 

B) Bestimmung des Schwerpunktes 

von Flächen. 

56. Allgemeine Formeln. Es bezeichnen ^, 17, ^ 
die Schwerpunktscoordinaten der Curve, bezogen auf ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem; ferner bezeichne dF das 
Flächenelement und p sei die Dichtigkeit im Punkte xy z, 

a) Ebene Flächen. 

flf . Zwei Curven, deren Gleichungen in rechtwinkligen 
Punktcoordinaten yi=A(^) ^^^ yo==/o(^) gögöben 
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sind, einerseits und zwei Parallele zur y-Axe andererseits 
begrenzen ein ebenes Fläcbensttick F, 

Ist p veränderlich, p = q) {x, y\ so gehen die ganz 
allgemeinen Formeln 

§fpdF = fpxdF und YifpdF=fypdF 
hier über in 

^ffpdxdy = ffxpdxdy\ rj fj pdxdy = ffypdxdy. 
Ist ^ constant, so ist einfacher 

Xi Vi Xi, yi 

F^=ffxäx dy\ Gt] = f f ydx dy; 

Xo yo Xq yo 

Xi Vi 

WO F = f f dx dy ist. 

Wir können in diesem Falle noch die Integration in 
Eezng auf y ausführen und erhalten dann 

^F = fx (y^ — ^o) dx\ 7] F= - f{y^^ — y^^) dx; 

Xo ^ Xq 

Xi 

WO F = f (y^ — 2/o) ^^ ist. 

ß. Es seien in Polarcoordinaten die Gleichungen 
der beiden die homogene Fläche F begrenzenden Curven 
gegeben: rj^=fi {cp)\ rQ=fQ (qp); ausserdem werde F von 
zwei Leitstrahlen begrenzt, welche zu den Anomalien qp^ 
und qpi göbören. 

Es is dann 

flPi ri (pi fi 

F^ = f f r^ cos qp dq) dr; Fr^ = J f r^ sin ^qp eZy c?r; 

WO F= f f r dcp dr ist; 

oder auf einfache Integrale reduciert, 

l^g = — /(ri»— ro^jcosqp ^qp; J^'i? =ö-Ai^-^o*)sin?)rff/); 

wo 2^ = |-/'K*-*-o«)c?(P ist. 
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y. Nach der Galdinschen Begel ist auch der Eörper- 
raum J eines Rotationskörpers gleich dem Produkte aus der 
erzeugenden Fläche F und dem Wege ihres Schwerpunktes; 
also wenn die Rotationsaxe wieder als a;-Axe angenommen wird, 

J=2r]7tF. 

Umgekehrt folgt also hieraus 

^ "" 27tF' 

b) Rotationsflächen. 

Eine Rotationsfläche sei dadurch entstanden, dass sich 
die Curve js = f (x), welche ursprünglich in der zx-Ehene 

Fig. 12. 




^jr 



liegt, um die x-Axe des rechtwinkligen Coordinatensystems 
gedreht hat, bis sie in die xy'Ehene angelangt ist. ?, i;» ? 
seien die Schwerpunktscoordinaten der Fläche F dieses so 
erhaltenen Quadranten, gerechnet von OH=Xq bis 0E= x^. 
Denkt man sich F durch Ebenen parallel der ^^-Ebene zer- 
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schnitten in anendlich schmale Streifen, so hat man hei con- 
stanter Dichtigkeit der Fläche zunächst 



«0 «0 

WO 






Es liegen nun die Schwerpunkte der sämtlichen Kreis- 
m JPÖ, JjST u. s. f. in der Ebene, welche durch die 
^-Axe geht und gegen die a?^-Ebene sowohl als gegen die 
ic^-Ebene unter einem Winkel von 45^ geneigt ist. Daher 
sind offenbar iq und ^ einander gleich. Bezeichnet man mit 
iji = ^jL ^^® Coordinaten in Bezug auf LK und LI als 
Axen des Schwerpunkts M eines beliebigen der Viertelkreise, 
IKy so ist iy = ^ bestimmt durch 

Tk ,z 

Es ist nach 52 . LM = ^ ; oder 

2z'^V2 2zV2 
LM = = 

Z7C 7t 

Ferner ist 

2rji^ = LM^ = ^; folglich rj^ = —- 
Diesen Wert in die obige Formel eingesetzt, giebt 

c) Beliebige Flächen. 

Die Fläche sei durch die Gleichung z = f {x^ y) 
i?egeben. 
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In der a?y-Ebene seien die Curven y^ = f^ (x); 
y^ = f^ (x) gegeben, welche zusammen mit den beiden 
Parallelen AB und CD zur y-Axe das gemischtlinige Viereck 
BDEQ bilden. 

Fig. 13. 








^9 '^f ^ seien die Schwerpunktscoordinaten des Flächen- 
Stücks Ff dessen Horizontalprojection BDEQ ist. 

Bezeichnet dF das Flächenelement im Punkte xyz^ 

und fj. den Neigungswinkel der Tangentialebene in xyz gegen 

die a;^-Ebene, so ist 

dx dti 

dF cos u = dx dy\ oder dF = -- 

^ cos ^i 

Der Winkel fx ist nun gleich dem Winkel, welchen die 

im Punkte xyz errichtete Normale der Fläche mit der 

je-Axe einschliefst, also ist 

1 

cos jM = 



lA^l^f^ 



2 
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Mithin ist im Torliegenden Falle 



.P-....,l/.+(g)%g)- 

Es gehen also die allgemeinen Formeln 
^F = fxdF; r]F = fydF; ^F = fzdF, 
wenn noch OÄ = Xq, OG = Xj^ ist, jetzt über in 



Xi Vi 



^^=-//^l/i+(fer+(l^r^«"^^ 



«1 Vi 



57. Aufgabe. Welches sind die Schwerpunktscoor- 
dinaten §, ij, t der homogenen Fläche eines Halbkreisest 
vom Radius r? 

LSsung. Nimmt man das Kreiscentram als Coordinaten- 
anfang und den Durchmesser als ic-Axe, so ist § = o und 
zur Bestimmung von iq dient die Formel 

r}^=^fiyi^'-y^)äx) 



r^TC 



2a. 

worin 

yo = ^; Vi^ = *-^— ^^; ^o = — **; a?i = + r; J' = ^ 

zu setzen ist, so dass wird 

-TT" V = -TT f (t^ — ^^) ^^; ^iid hieraus i? = 7; — 

Derselbe Wert ergiebt sich auch mittelst der Guldinschen 

Kegel. Dreht sich ein Halbkreis um seinen Durchmesser als 

4 
Rotationsaxe, so entsteht eine Kugel, deren Inhalt J= — r^yr 

o 

ist, also hat man nach 56; a\ y\ 
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21. Jede Kraft kann umgekehrt in zwei mit ihr par- 
allele Komponenten zerlegt werden, welche an zwei mit 
der gegebenen Kraft in derselben Ebene liegenden, sonst 
aber beliebigen Angriffspunkten wirken. 

22. Drehen wir die zwei parallelen Kräfte P und Q, 
gleichviel ob sie gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, 
beide zu gleicher Zeit um einen beliebigen, aber um einen 
und denselben Winkel, so dreht sich auch ihre Resultante. 
Der Angriffspunkt derselben aber bleibt völlig ungeändert. 
Die Bestimmung dieses also ist völlig unabhängig von dem 
"Winkel, welchen die Kräfte mit der starren Verbindungs- 
geraden bilden. 

23. Sind n parallele, sonst aber beliebig gerichtete 
Kräfte Pj^, P^y Pg, .... Pn gegeben, so kann man diese 
durch die wiederholte Anwendung des Verfahrens von 19. 
und 20. zusammensetzen. 

Satz. Die Resultante von n parallelen Kräften 
ist gleich der algebraischen Summe der Kompo- 
nenten. Die Richtung der Resultante ist die der 
Komponenten. 

24. Es seien die Kräfte P^j, Pg, Pg, . . . . Pa ge- 
geben; die Coordinaten der Angriffspunkte derselben seien 
bez. x^f y-ij z^', x^, y,^, z^\ x^, y^, ^g; . . . . x^y yn> ^n« ^^ 
ist dann, wenn B die Resultante der sämtlichen Kräfte be~ 
zeichnet, B der GröJDse nach bestimmt durch 

B=2P; 
wo das Summenzeichen stets die algebraische Summe be- 
saget will. 

Da die Richtung der Resultante die Richtung der 
Komponenten ist, so erübrigt nun noch, ihren Angriffs- 
punkt, dessen Coordinaten |, 17, ^ sein mögen, zu be- 
stimmen. 

Bieler, Leitfaden. I. 2 



1 
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25. Die Angriffspunkte der gegebenen. Kräfte 
liegen sämtlich in einer Geraden. Wir nehmen auf 
dieser Geraden einen beliebigen Punkt als Coordinaten- 
anfang und die Gerade selbst als x-Axe an. Bezeichnen 



Fig. 4. 



Ä?/ 






1/ «i 



Ji 



\Jt 



i 



wir die Abscisse des Angriffspunktes der partiellen Resul- 
tante von PjL ^^^ A ™i* ?> so ist nach 19. 

woraus 

Sind die beiden Kräfte entgegengesetzt gerichtet, so 
würde sein 

^1 — bl'^2 b 1 ^^ ^2 • -^1 » 

JFigr. 6. 



^ 



JP. 



a?. 



1/ 



HO 



'/ 



X 
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woraus 

-fi -^2 

Setzen wir nun P^ + P2 zusammen mit Pg» welche P^ 
gleichgerichtet sei, so ergiebt sich auf dieselbe Weise für 
die Abscisse ^2 ^^^ neuen Angriffspunktes dieser Eesultante 



&= 



■*-V^l ' -^2*^2 * -^3*^3 



P, + P2 + P3 

Allgemein ergiebt sich dann endlich 

w -^ i*'^! it -^ 2*'^2 Zt ^S'^^S • • • • _r -t^n^ii ^nJrX 

^~ -Px±A+-P3-... + A ^* 

jPg, P3, . . . . Pn sind positiv oder negativ zu nehmen, je 
nachdem sie dieselbe oder die entgegengesetzte Richtung wie 
J^^ haben. 

26. Die Angriffspunkte der n Kräfte liegen be- 
liebig im Baume zerstreut. Wir führen diesen Fall 
auf den vorigen zurück. Zu diesem Zwecke legen wir das 
räumliche rechtwinklige Coordinatensystem so, dafs die ^-Axe 
parallel den gegebenen Kräften läuft. Dann verschieben wir 
zunächst sämtliche Kräfte in ihren Richtungen so weit, bis 
ihre Angriffspunkte in die Coordinatenebene der xy fallen. 
Hierdurch wird natürb'ch auch die Resultante verschoben, 
so dafs ihr Angriffspunkt auch in diese Ebene fällt. Hier- 
durch ändert sich nur C, welches Null wird. Sodann drehen 
wir sämtliche Kräfte um 90®. Dann fallen sie sämtlich in 
die a;?/- Ebene hinein, sind der y-Axe parallel und stehen 
senkrecht auf der a;-Axe. Wir verschieben nun die Kräfte 
noch so, dafs ihre Angriffspunkte alle in die a?-Axe fallen. 
Dadurch wird j^ = 0. Ungeändert sind bei allen diesen 
Yerschiebungen geblieben die x\ und also auch §. Nach 25. 
«rgiebt sich nun sofort 

:epx ^ 

^~ 2P ' 
Durch zwei andere der soeben dargelegten analoge Ver- 
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Schiebungen der Kräfte aus ihrer ursprünglichen Lage ge- 
langen wir zu 

'~ 2P' 
Hieraus 

Satz. Die Lage des Angriffspunktes der Resul- 
tante ist unabhängig von dem Winkel, welchen die 
Kräfte mit den Verbindungslinien der einzelnen 
Angriffspunkte bilden. 

Dieser specielle Angriffspunkt heilst Mittelpunkt der 
parallelen Kräfte. 

Aus den Formeln für g, iy, ^ folgt noch 
^2P=:2Px; ri2P=2Pr> ^P=2P0; 
oder JR^==2Px; Brj = 2Py; B^=:2P0; also 

Satz. Das Moment der Resultante ist gleich der 
Summe der Momente der einzelnen Kräfte. 

27. Sind die gegebenen n Kräfte nicht blofs einander 
parallel, sondern auch unter einander gleich, so gehen für 
diesen Fall die Formeln für die Coordinaten des Mittel- 
punktes der parallelen Kräfte über in 

^ n n ' " n * 

woraus hervorgeht, dais jetzt die Lage des Punktes (^, r], C} 
nur abhängig ist von der Lage der Angriffspunkte der ein- 
zelnen Kräfte gegen einander. Man nennt den Punkt (|, rj, ^ 
in diesem besonderen Falle Mittelpunkt der mittleren Ent- 
fernungen. Diesen zu bestimmen, ist eine Aufgabe, welche 
in das Gebiet der analytischen Geometrie gehört. 

B) Eräftepaare. 

28. Sind n parallele Kräfte gegeben, so kann man sie 
auch in der Weise zusammensetzen, dals man zunächst die 
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Besnltante iS^ aller Kräfte, welche nach der einen Seite hin 
•wirken, dann die Resultante JB2 stiler Kräfte, welche nach 
-der anderen Seite hin wirken, sucht und darauf diese bei- 
-den partiellen Resultanten zu einer Kraft zusammensetzt. 
Ergiebt sich hierbei, dafs diese beiden partiellen Resultan- 
ten, welche nun natürlich entgegengesetzt sein müssen, völlig 
gleich sind, und dafs ihre Richtungen nicht in eine gerade 
Linie zusammenfallen, so wird 

B=2P=0; und|=?7 = ^=oo 
sein, d. h. die Resultante der n parallelen Kräfte ist in 
diesem besonderen Falle gleich Null und ihr Angriffspunkt 
ist unendlich weit entfernt; oder, besser gesagt, die Kräfte 
haben keine bestimmte Resultante. Zwei derartige 
Kräfte wie B^^ und R^ erstreben keine fortschreitende Be- 
wegung, sondern eine Drehbewegung. 

29. Erklärung. Eine solche starre Verbindung zweier 
paralleler, entgegengesetzt gerichteter und völlig gleicher 
Kräfte heifst ein Kräftepaar. Die starre Yerbindungsgerade 
selbst ist der Arm 

des Kräftepaares. Den ^'^- ^• 
Mittelpunkt des Armes 
nennt man Mittel- 
punkt, des Kräfte- 
paares. Der senk- 
rechte Abstand aer ^/ ^""^--^fv 

beiden Kräfte wird 
die Breite des Kräfte- 
paares genannt. Unter 
der Axe eines Kräfte- 
paares versteht man 

die Gerade, welche man sich durch den Mittelpunkt senk- 
recht auf der Ebene des Kräftepaares errichtet denkt. Das 
Produkt der Breite des Kräftepaares in eine Kraft heifst 
das Moment des Kräftepaares. Durch dasselbe wird *clie 



j) 
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Fig. 7. 



Wirksamkeit des Kräfte- 
paares gemessen. !Eia 
Eräftepaar kann rechts- 
drehend oder links- 
drehend sein, je nach- 
dem welche Seite der 
Ebene, in welcher das 
Eräftepaar liegt , man 
fixiert hat. Zwei Kräfte- 
paare heifsen überein- 
stimmend, wenn sie nach 
derselben Richtung, ent- 
gegengerichtet, wenn sie 
nach entgegengesetzten 
Richtungen zu drehen 
bestrebt sind* 

Da, wie wir gesehen 
haben, die Wirkung Ton 
parallelen Kräften die- 
selbe bleibt, wenn man 
die Kräfte zu gleicher 
Zeit um ein und den- 
selben Winkel dreht, so 

■ 

können wir uns stets die Kräfte 
des Kräftepaares so gedreht vor- 
stellen, dafs der Arm zugleich 
die Breite ist. 

30. Satz. Ein Kräftepaar darf 
um seine Axe gedreht werden, ohne 
daDs seine Wirkung sich ändert. 

Beweis. Es sei das Kräftepaar (ÄC,BD) 
gegeben. Drehen wir dieses um einen 
beliebigen Winkel ÄOE, so ist nach- 




(H 
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zuweisen, dafs {EG, FE) gleichwirkend {AC, BD) ist Zu 
diesem Zwecke haben wir blols zu zeigen, dafe beiden 
Kräftepaaren durch ein und dasselbe dritte Eräftepaar das 
Gleichgewicht gehalten wird. Bringen wir als drittes Eräfte- 
paar {AJ, BK) an, so hält dieses dem ersten Eräftepaar 
direkt das Gleichgewicht Um darzuthun, dafs dasselbe auch 
dem zweiten {EG-, FH) das Gleichgewicht hält, setzen wir 
AJ und FH zu der einen Eraft iJ^, und BK und EG zu 
der einen Kraft J?g zusammen. Aus rein planimetrischen 
Gründen folgt, dafs die Richtungen von B^ und J^^ üi eine 
gerade Linie zusammenfallen müssen und dafs diese Gerade 
durch gehen mufs. B^ und JRa sind nun auch gleich, 
da ihre Komponenten gleich sind; ferner sind sie entgegen- 
gesetzt gerichtet. Mithin heben sie sich auf. 

31. Satz. Jedes Kräftepaar darf, ohne dafs 
seine Wirkung geändert wird, aus einer Ebene in 
eine andere ihr parallele Ebene verlegt werden. 

Fig. 8. 




Beweis. Die Ebenen M und M seien als parallel ge- 
geben und in M das Kräftepaar {AG, BD), Wenn wir das- 
selbe nach M' als {A* C, B* B*) verlegen, so ist der Satz 
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bewiesen, wenn wir gezeigt haben werden, dafs wieder den 
beiden Kräftepaaren durch ein und dasselbe dritte {ÄE, BF) 
das Gleichgewicht gehalten wird. {AE, BF) hält (AC, BD) 
direkt das Gleichgewicht. Setzen wir AE und B*D* zu 
«iner Kraft, und BF mid A'C* zu einer Kraft zusammen, 
so erhalten wir zwei Kräfte, welche völlig gleich in einer 
geraden Linie am Durchschnittspunkte der Diagonalen des 
Parallelogramms AA'BB' angreifend nach entgegengesetzter 
Eichtung wirken. Diese beiden Kräfte heben sich auf. 

32. Satz. Kräftepaare in parallelen Ebenen 
sind gleichwirkend, wenn nur ihre Momente gleich 
sind. 

Beweis. Sind in zwei parallelen Ebenen zwei Ej*äfte- 
paare gegeben, deren Breiten verschieden, deren Momente 

Fig. 9. 
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aber gleich sind, so verlegen wir das eine Kräftepaar so, 
daijs sein Mittelpunkt in den Mittelpunkt des anderen und 
seine Breite in die Breite des anderen Kräftepaares fällt. 
Der Satz wird bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben wer- 
den, daCs den beiden Kräftepaaren durch ein und dasselbe 
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dritte das Gleichgewicht gehalten wird. Als drittes Kräfte- 
paar bringen wir AJj BK an. Dies hält dem ersten {AC, BD) 
direkt das Gleichgewicht; es erübrigt also blofs nachzu- 
weisen, dafs auch die Kräfte EG, FE, AJ BK im Gleich- 
gewicht sind. Die Resultante B^ von EG und BK ist 
gleich EG + BK\ ihr Angriffspunkt, welcher in der Ge- 
raden AB liegen mufs, sei M, Es mufs dann sein 

EG:BK=BM:EM. 

Vorausgesetzt wurde 

EG.EF=AC.AB. 

Es ist AC,AB = BK.AB 

also EG.EF=BK.AB 

daher auch EG.EO = BK.BO 

oder EG:BK=BO:EO. 

Vorher war EG:BK=BM:EM. 

Hieraus folgt, dafs M ia fallen mufs. Ebenso setzen 
wir AJ und FH zusammen zu J?2 = AJ + FE; der 
Angriffspunkt von i?2 ^^^s ebenfalls in fallen. B^^ und 
i?2 haben gleiche Gröfse, entgegengesetzte Richtungen, welche 
in eine Gerade fallen, und gemeinsamen Angriffspunkt; mit- 
hin heben sich JB^ und B^ auf; also sind die Kräfte EG, 
FHj AJ und BK im Gleichgewicht. 

34. Satz. Beliebig viele Kräftepaare in parallelen 
Ebenen lassen sich zusammensetzen zu einem Kräfte- 
paare, desseuEbene parallel den Ebenen und dessen 
Moment gleich der Summe der Momente der ein- 
zelnen Kräftepaare ist, wenn die Momente der rechts- 
drehenden Kräftepaare mit positiven, diejenigen der links- 
drehenden mit negativen Vorzeichen genommen sind. 

35. Zusammensetzang zweier Kräftepaare, 
welche nicht in parallelen Ebenen liegen. Wir 

stellen beide Kräftepaare durch ihre Axen dar und verlegen 
die eine parallel mit sich selbst nach der anderen so hin, 
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Fig. 10. 



dafs die Mittelpunkte in einander fallen. Es mögen dann 
OB und 00 die beiden Eräftepaare repräsentieren. Die 
Ebene des durch OB repräsentierten Kräftepaares schneidet 
die Ebene, bestimmt durch OB und 0C7, in einer geraden 
Linie OB', welche senkrecht OB ist. In dieser Linie soll 
die Breite liegen; diese können wir beliebig wählen. Ich 

nehme 0-B' = 0^. Dann 
werden die beiden Kräfte 
welche an derselben wir- 
ken, gleich 1 sein müs- 
sen; und zwar kommt bei 
die Kraft + 1 her- 
aus; bei B* geht nach 
innen gerichtet die Kraft 
— 1 hinein. Ebenso 
verfahre ich mit 00, 
OC* wird senkrecht und 
gleich 00. An OC müs- 
sen die Kräfte sein in 
gleich + 1, nach vorn, 
in C gleich — 1, nach 
hinten wirkend. 
Die beiden Kräfte — 1 geben zusammen die Kraft — 2, 
in dem Mittelpunkte B von B'C* angreifend und nach hin- 
ten wirkend. Folglich haben wir jetzt ein Kräftepaar mit 
der Breite OD und den Kräften + 2 und —- 2. Sollen 
die Kräfte + 1 und — 1 sein, so haben wir nur OB zu 
verdoppeln und wir erhalten das Kräftepaar mit den Kräf- 
ten + 1 und — 1 und der Breite OE. Dieses können 
wir wieder durch seine Axe darstellen; zu diesem Zwecke 
ziehen wir OE ' senkrecht und gleich OE. OE* stellt so- 
dann das resultierende Kräftepaar dar. 

36. Verbinden wir E mit B' und C, ebenso E' mit 
B und C, so ist OB'EC ein Parallelogramm; femer folgt 
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sofort, dajGs das Viereck OBE*C congruent diesem Paralle- 
logramm ist. Daher 

Satz, Der Satz vom Parallelogramm der Kräfte 
gilt auch von den Kräftepaaren. 

Wir können die Kräftepaare auch in derselben Weise 
zerlegen, wie die Kräfte. 

Allgemein können wir nun auch sagen 

Satz. Hat man beliebig viele Kräftepaare im 
Räume, so kann man sie stets durch ein einziges 
ersetzen. 

37. Sind n beliebige parallele Kräfte gegeben, und er- 
giebt sich, dafs JR=^P=0 ist, ohne dals 2Px und 2Pu 
= sind, dann haben die Kräfte nicht eine einzige Resul- 
tante, sondern reducieren sich auf ein Kräftepaar, dessen 
komponierende Paare in den Ebenen der ex und zy liegen 
und bez. die Momente 2Fx und 2Py haben. 

C) Gleichgewicht paralleler Kräfte. 

38. Wir nehmen die ;8^-Axe des räumlichen rechtwink- 
ligen Coordinatensystems wieder parallel mit den n gegebe- 
nen Kräften und bezeichnen mit P eine beliebige dieser 
n parallelen Kräfte und mit Xj y, z die Coordinaten des 
Angriffspunktes von P. Der Zustand des Systems wird nun 
nicht geändert, wenn wir im Coordinatenanfange zwei 
gleiche einander direkt entgegengesetzt gerichtete Kräfte an- 
bringen, deren jede parallel und gleich P ist. Yerfahren 
wir so in Beziehung auf jede der n gegebenen Kräfte, so 
werden aus diesen n Kräften 1) n Kräfte, welche im Coor- 
dinatenanfang angreifend parallel und gleich den gegebenen 
sind; 2) n Kräftepaare, deren jedes als Arm die starre Ver- 
bindungsgerade von mit einem der Angriffspunkte der 
gegebenen Kräfte hat, wo die eine Kraft jedesmal eine der 
gegebenen ist, und deren jedes in einer durch die z-ksjb 
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gehenden Ebene wirkt Soll das System im Gleichgewicht 
sein, so rnuDs erstens die Eesaltante der n Kräfte, welche 
im Coordinatenanfange angreifen, gleich Null sein, d. h. 

Zweitens mufs für den Fall des Gleichgewichts das 
Moment des resultierenden Kräftepaares gleich Null sein. 
Das Moment jedes der n Kräftepaare ist von der Form 
PYx^ + y^. Nun läist sich jedes dieser Kräftepaare zer- 
legen in zwei andere, welche in den Ebenen der 0X und zy 
parallel den Richtungen der ersten Paare wirken und deren 
Momente bez. von der Form sind Pn^^n und PnPn- Das 
Moment des resultierenden Kräftepaares wird sein 



V(2Px)^ + [2PyY 
Für den Fall des Gleichgewichts mufs also sein 
^Pa; = 0; und 2Py = 0. 

Die drei Gleichungen ^P= 0: 2Px = 0; 2Py = 
enthalten vollständig die Bedingungen für das Gleichgewicht 
der n parallelen Kräfte. 

Die erste Gleichung drückt aus, dafs die Summe der 
gegebenen Kräfte gleich Null sein mufs; die beiden anderen 
Gleichungen drücken aus, dafs die Summe der Momente der 
Kräfte in Beziehung auf zwei senkrecht auf ihren Richtun- 
gen stehende Axen gleich Null sein mufs. Wenn dies für 
zwei beliebige auf den Richtungen der Kräfte senkrechte, 
aber unter sich nicht parallele Axen der Fall ist, so ist es 
auch für jede dritte gleichfalls auf diesen Richtungen senk- 
recht stehende Axe der Fall. 

39. Wenn E = ist, ohne dais zugleich 2Px und 
2Pt/ = sind, so haben die n Kräfte nicht eine einzige 
Resultante, sondern reducieren sich auf ein Kräftepaar, 
dessen komponierende Paare in den Ebenen der 0X und ey 
liegen und bez. die Momente 2Px und 2Py haben. 
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40. Ist das System der materiellen Punkte nicht voll- 
kommen frei, sondern ist in demselben ein fester Punkt 
vorhanden, and haben die parallelen Kräfte eine bestimmte 
Resultante, so ist für den Fall des Gleichgewichts hin- 
reichend, dafs die Resultante durch den festen Punkt geht» 
Die Gröfse der Resultante kommt hierbei gar nicht in Betracht. 

Sind zwei feste Punkte in dem System vorhanden^ 
so kann das System sieh nur noch um die starre Yerbin- 
dungsgerade der zwei festen Punkte als feste Axe drehen. 
In diesem Falle ist, damit Gleichgewicht stattfinden soll, nur 
erforderlich, dafs die Resultante der gegebenen Kräfte durch 
diese feste Axe geht. 

Sind drei feste Punkte in dem System vorhanden^ 
welche nicht in einer geraden Linie liegen, so ist das ganze 
System fest; d. h. es ist stets Gleichgewicht vorhanden. 



IV. 

Zusammensetzung nnd Gleichgewicht 
beliebiger Kräfte, welche an einem starren 

Punktsystem wirken. 

A) Zusammensetzung beliebiger Kräfte. 

41. Es seien n beliebige Kräfte gegeben. Wir nehmen 
ein rechtwinkliges, sonst aber beliebig im Eanme liegende» 
Coordinatensystem mit dem Anfangspunkte an. Der Zu- 
stand des gesamten Systems wird nicht geändert, wenn wir 
wieder im Ooordinatennrsprung je zwei einander gleiche 
Kräfte anbringen, deren jede gleich und parallel den ein- 
zelnen gegebenen Kräften ist. Hierdurch werden die sämt- 
lichen ursprünglich gegebenen n Kräfte ersetzt durch 
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1) n Kräfte, welche im Coordinatenursprung angreifen 
und parallel und gleich den gegebenen Kräften sind. 

2) n Kräftepaare, deren jedes als Arm die starre Ver- 
l)indungsgerade zwischen dem Goordinatenanfang und dem 
Angriffspunkt je einer der gegebenen Kräfte hat und bei 
welchen eine Kraft jedes Paares eine von den gegebenen 
Kräften ist. 

Es lassen sich also beliebig viele Kräfte, welche an 
«inem starren Punktsystem wirken, im allgemeinen zu einer 
Kraft E und einem Kräftepaar K zusammensetzen. Die 
Kraft B repräsentiert die fortschreitende, das Kräftepaar K 
die drehende Bewegung des Systems. Da man nun stets 
noch die Kraft B mit einer Kraft des Kräftepaares K zu- 
sammensetzen kann, so kann man auch sagen, daJls sich be- 
liebig viele Kräfte, welche an einem starren Punktsystem 
wirken, immer zu zwei resultierenden Kräften vereinigen 
lassen. Für den Fall, dafs die Richtung der Kraft B par- 
allel der Ebene des Kräftepaares K ist, lassen sich Kraft 
und Kräftepaar in eine Kraft verwandeln. 

42. P bezeichne irgend eine der gegebenen n Kräfte; 
ihr AngrüBFspunkt habe die Coordinaten x, y, z und die 
Kinkel, welche P mit den Coordinatenaxen bildet, seien «, 
ß, y. Bezeichnen wir noch die Winkel, welche die resul- 
tierende Kraft B mit der x-, y- und ;e?-Axe bildet, bez. mit 
^, h und c und setzen wir wie früher 

X=2Pcosa; r=:5'Pcos/?; Z=^Pcosy; 
so ist B der GröDse und Richtung nach bestimmt durch die 
"Gleichungen 

X 



J2=>/X2-l- r^ + Z^; cosa=^; cos6 = -^; cosc = -^. 

43. Wir haben nun das resultierende Kräftepaar K 
zu bestimmen. Zu diesem Zwecke bestimmen wir zunächst 
Axenrichtung und Moment irgend eines der n Kräftepaare 
{CO, AB), gebildet durch -|- P und — P, wirkend am Arme p. 



— al- 
lst die Richtung der Axe bekannt, so ist zugleich die 
Ebene des Kräftepaares bekannt, da diese senkrecht zur 
Axe ist. Die Axe des Kräftepaares bilde mit der a?-, y- 

Fig. 11. 
T 




t--^ 



a 



und ^-Axe bez. die Winkel g), tfj, X' I^a die Axe senk- 
recht sowohl auf AB = P, als auch auf OÄ = q steht, 
so ist 

cos a cos gp + cos ß cos xp + cosy cos;^ = 0; 
und 



oder 



X tf 

— cos w + — cos W; H cos y = 0; 

a; cos <3p + y cos i/^ + ^ cos;^ = 0. 
Ferner ist 

cos ^q) + cos ^ip + cos ^x == ^• 
Aus diesen drei Gleichungen folgt 



cos (p = 



ycosy — jercos/^^ 



W 



cos;^ 



; cos \p 



jercosof — a; cos/^ 



W 



Ä?cos/J — ycosa^ 



W 



wo zur Abkürzung gesetzt ist 



W= y {ycosy—0cosß)^+{0cosa—iccosy)^+{xcosß'—ycosa^). 
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Sodann bestimmen wir das Moment des Eräft 
(CO, AS). Die Breite des Eräftepaares ist, wenn wi 
= w setzen, ^ sin w; folglich ist das Moment des 
paares P . ti sin w. Hierin ist nau q sin w durch die < 
welche gegeben sind, nämlich dorch x, y, e, a, ß, 
zndrQcken. Es ist 



also e^ cos V ^ {a; cos et + y cos ^ + ^ cos y)*, 
Q^ sin ^w = a;' + y^ •{" ■ä'* — (^ cos a + y cos /9 4- ^! 
Da (cos ^a + cos ^ß ■\- cos ^y) = 1 als Faktor 
ändert, können wir schreiben 
e*'sin% = (a;ä + ^a ^. ß*}(cos''a +cos^^+cos*/)— 

+ y COS ;? + 2 COB y}'. 

Zerlegen wir die rechte Seite nach der allgi 
Formel 

(BC — B-Cf)^ + {CA' — OA)* + {AB' — A'B}^ 
(A^ +B^ + C*) {A-^ + B'^ + C*) — (AA' + £5' 
so wird 

Q^ sin *w = (y COS y — z cos j?)- + (ä cos a — x cos y}^ 4- I 
(x cos yS — y cos af ^ 17*. 

Mithin ist das Moment des Kräftepaares (CO, 
gleich P . W. 

Wir können das Kräftepaar (CO,^JB) zerlegen ii 
Kräftepaare, welche in den drei Coordinatenebenen n 
Die Momente derselben sind dann 

PW.oosy; PW.CQS\p; PW.cosx- 

Setzen wir die früheren Werte von cosg^, eosi 
cosx eia, so erhalten wir als Moment des in der zy- 
wirkenden Kräftepaares P (y cos ;< — z cos ß); als M 
des in der £;r-Ebene wirkenden Kräftepaares P{ii cos a — 2 
und als Moment des in der xy-£bene wirkenden Eräfte- 
paare) 






v = 
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58. Anfgabei. Wo liegt der Schwerpunkt eines homo- 
genen Kreisausschnittes vom Kadius r und dem Centri- 
winkel y? 

LSsung. Man nimmt das Kreiscentrum als Pol und 
die Halbierungslinie von y als Axe des Ooordinatensystems 
Dann ist tj = o; und ^, der Abstand vom Mittelpunkte 
ergiebt sich naeh 56 a, ß aus 

^2 



F^ = -^ I r^ cos q> dq). 



2 



Es wird 



daher 



Fl^^r^ sin |; 



• V 
4 2 



3 y 

Für den Halbkreis wird auch hieraus 

4r 

.nd für den Quadraten wird | = ^ • n 

59. Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt (|, i/, ^ 
der homogenen Oberfläche des Botationskegels, dessen 
Höhe li und dessen Basiusradius r ist. 

LSsung. Legt man das rechtwinklige Coordinatensystem 
so, dass der Anfangspunkt in die Spitze des Kegels und die 
ÄJ-Axe in die Axe des Kegels fällt, so ist natürlich jj = ^=o. 

Bieler, Leitfaden. I. 4 



Es ist nun xth = s:r; nnd hiöraoB 

rx dz r , 
2 = -^; -;- = -r; also 
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^ ist bestimmt durch 

F^ = 2ft J x^yi + i 

= s:r; nnd 

'*, '^'^ __ ** 
h' dx h 

J ^i dx = -^ J . 



60. Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt der homo- 
Q Oberfläche eines Engelabschnitts, wenn der Kugel- 
IS r nnd der Abstand der Begrenznngsebene vom Kugel- 
ilpnnkte d ist? 

LDsung. Legt man das rechtwinklige Ckiordioaten- 
m so, dass der Engelmittelpnnkt Coordinatenanfang ist 
dasB die X'Axb in die Senkrechte vom Eagelmjttel- 
:te auf die Begrenznngsebene fällt, so ist offenbar wieder 
■ ^ := o; und | folgt ans 



^nr — ä , ^^ ^ 

1 e = yr* — iE* und -r- ^ zu setzen ist. 

dx fs 

Es wird 

f I = 2rn fxdx = rn {r^—d'^\ 
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r 

ond da F = 27C f zdx == 2r7t (r—d) ist, so ist 



Für die Halbkugel: | = |. 



C) Bestimmung des Schwerpunktes von 

»ern. 



61. Allgemeine Formeln. Es bezeichnen |, rj, ^ 
die Schwerpnnktscoordinaten des Körpers, welche auf ein 
rechtwinkliges Coordinatensjstem bezogen sind, p sei das 
Gewicht der Volumeneinheit; V das Volumen und P das Ge- 
wicht des Körpers; x, y, z seien die Coordinaten eines 
beliebigen Oberflächenpunktes. 

a) RoiaiionskSrper. 

Denkt man sich das Volumen Y des Rotationskörper- 
quadranten FHGILK (Fig. 12) durch Ebenen parallel der 
^-ef-Ebene im Abstände dx von einander, und durch Ebenen 
parallel der o^^er- Ebene im Abstände dy von einander in 
stabförmige Elemente, parallel der ;er-Axe zerlegt, so ist 
das Volumen eines solchen Elementes ausgedrückt durch 

dx,dy "Vy^*^ — y^\ wo y^ aus der Gleichung der Curve 
aB\y^=f ix) folgt 

g, iy, ^ sind nun unter der Voraussetzung, dass der 
Körper homogen ist, bestimmt durch die Gleichungen 



«1 j/i 



V^ = ffxVy^^-y^ dx dy; 

Xq 

rr]= F^ == /7V yy^-y' dx dy, 



wo V = f I Vy^^ — y^ dx dy ist. 

Xo 
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Die Integrationen in Bezug auf y kann man ausführen 
und erhält dann 

Xx Xi 

7| = ^J xy^^dx; Vt] = V^ = -^ J y^dx\ 

Xq Xq 

wo ^ = "X / ^1* ^^ ^^ 

b) Beliebige KSrper. 

Zerschneidet man das Volumen des Körpers durch 
Ebenen parallel den drei Coordinatenebenen, und die ein- 
zelnen parallelen Ebenen im Abstände bez. dx, dy, dz von 
einander gelegt, in parallelopipedische. Elemente , so wird 
eines dieser ausgedrückt durch dx.dy,dz. 

a. Ist der Körper auf rechtwinklige Coordinaten 

bezogen, so ist, 

wenn p veränderlich ist, 

iPi yi 5f 
^l=fjJP^^^ dy dz; 



«0 Vo 'o 
«1 Vi ti 

Pri =fffpy dx dy dz; 

«0 Po 'o 

Xt Vi Bx 

^l = fffjP^ d^dy dz; 

*o Vo *o 

Xx Vx 8x 

wo P = f f f pdx dy dz ist. 

Xo tfo 'o 

Wenn p constant ist, ist 

«1 »i «t 
F§ = /// X dx dy dz; 

«0 yo *o 

%i Ut »1 

Vt] == f f f y dx dy dz; 

«0 »0 *0 

Äi Vi 'x 

V^ = f f f z dx dy dz; 

^ Vo 'o 
Xx Sh Xi 

WO F = f f f dx dy dz ist. 

a^o Vo ^0 
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Die Integration in Bezug auf g ist hier ausführbar; 
daher wird einfacher 

-^ «0 yo 
ici yi 
wo y = j f (^1 — -sTq) e?a? dy ist. ' 

«0 yo 
Diese Formeln erhält man auch sofort, wenn man sich 

clen homogenen Körper yon vorn herein in nur stabförmige 

Elemente zerlegt denkt. 

ß) Ist der Körper auf Polarcoordinaten bezogen 
xind bezeichnet r den Radiusyector eines beliebigen Punktes 
mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y, z\ cp den Winkel 
zwischen Radius vector und a:-Axe, w den Winkel, unter 
welchem die durch r und die a;-Axe gelegte Ebene gegen 
die a;^-Ebene geneigt ist, so gelten die Beziehungen 
a; = r cos y; y = r sin y cos w; z = r sin q> sin w\ 
dx dy dz = r^ sin (p dq) dw di'. 

Diese Werte in dk Gleichungen unter a eingesetzt, giebt 
für veränderliches jp: 

Wi fpx ri 

^^ =^ 'n l l l P^^ sin 2 q> d w dq) dr; 

Wi fi ri 

^V "^^ f J f P^^ sin ^q) cos w dw dq) dr; 
P^ = f f f pr^ sin ^q) sin w dw dq) dr; 

WO P = // f pr^ sin y (?w; dq) dr 

ist und sich die Integrationsgrenzen aus der Natur der 
Körperbegrenzungen ergeben. 
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Wenn p constant ist, wird einfacher 

y^ = j ff (ri*-ro*) sin 2 go du; df, 

tCi q>i 

Yi] = Y I I (''i*~"'*o*) sin V ^^s w dw dq>; 






V^ = — / (^1* — ro*) sin ^gp sin w dw d(p; 



Wo 9>o 

Wl <pi 

wo F = g- / / (r^i* — ro*) sin qp e?w; rfgp ist. 

62. Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt des Volu- 
mens V des homogenen Botationskegels, dessen Höhe 
gleich h und dessen Grundflächenradius gleich r ist? 

Lösung. Legt man das rechtwinklige Coordinatensystem 

so, wie in 57, so ist natürlich t] = ^ == o; und ^ ergiebt 

sich aus 

h 
Y^ = 7t f X y^^ dx, 



Es ist wieder •* 

x:h = y^:r\ also y^ = — ; 

h 

rht Ä* r^h'^Tt 



mithin V^ == -v^- I x^ dx = 



h^ 4 



r^TT^ 3 

und folglich da F = — r— ist, so ist g = -p h, 

63. Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt des Volu- 
mens des homogenen Kugelabschaitts, wenn der Eugel- 
radius r und der senkrechte Abstand der Ereisebene yoiq 
Mittelpunkte der Kugel gleich d ist? 
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LSsung. Das rechtwinklige Coordinatensystem liegt wie 
in 58. Sodann ist natfirlich «^ = ^= o; | wird bestimmt durch 

F| = «:/«(»•«—««) dx. 

O 

Hieraas folgt mit Leichtigkeit ^ 



4 2r8-^3r«e?+e?8 
Bezeichnet man den Badins der Ereisebene, welche den 
Kugelabschnitt begrenzt, mit q, so ist 

5 = ^- '' 



4 2r«— 3räd+d« 
Ffir die Halbkngel wird 

64. Aufgabe. Eine gerade Pyramide von der Höhe 
7i hat als Grundfläche ein Quadrat mit der Seitenlänge hV2 
Die Dichtigkeit derselben ist proportional dem Quadrate des 
Abstandes von dem Mittelpunkte dieser Grundfläche; in der 
Entfernung 1 von diesem ist das Gewicht der Volumenein- 
lieit gleich k. Man sucht die Lage des Schwerpunktes ^, rjf ^. 

LSsung. Jedenfalls liegt der Schwerpunkt auf der 
[Mittellinie der Pyramide. Nimmt man also die eine Basis- 
diagonale als X'Axe, die andere als ^-Axe, so dass die 
Mittellinie zur z-Axq wird, so handelt es sich nur noch um 
die Bestimmung von ^. Der Abstand eines beliebigen Punktes 
a^j/0 der Pyramide ist vom Coordinatenanfangel/iC^+y^+^^* 
Wird mit P das Gewicht des vierten Teiles der Pyramide 
bezeichnet, so ist ^ bestimmt durch 

•■A*^ f ffi/ I| ff 

4: P^ = 7c fff {x^+^^+^^) ^ dx äy äz\ 

—X — y —0 

oder 4 P^ = 4 Ä^ f f f {x'^+y'^+z^) z dx dy dz; 



oder P ^ = Ä /// [x^ + 2/^ + ^*) ^ dx dy dz. 
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Der obere Grenzwert e folgt aas der Gleichang fOr 
die Ebene 

- + -^ + - = 1; 

h h h 
als js = h — X — y; 

der obere Grenzwert y ergiebt sich 
als y = h — x; also 

P^=Je f f f {x^ + y^+^^) z dx dy dz 



Mit Leichtigkeit folgt hieraus 

es ist nun weiter 

p = Jc f f f {x^ + y^+z"^) dx dy dz 



0. 



Mithin ist 



= Ä *'^*- 



^=b- 



65. Aufgabe. Ein homogener Eagelsector hat den 
Eadins a and den Centriwinkel 2 y. Man soll anter An- 
wendung von Polarcoordinaten die Lage seines Schwer- 
punktes (^, 7], Q ermitteln. 

Lttsung. Da der Schwerpunkt auf der Mittellinie des 
Sectors liegt, so ist, wenn man diese als ^-Axe und den 
Mittelpunkt der Kugel als Pol annimmt,. r] = ^=o. ^ wird 
bestimmt durch die Gleichungen 

7§ = — / / a* sin y cos y dw dtp 





231 f 



V = -^ I j a^ sm cp dw dq>\ 
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hieraus folgt 



Mithin ist 



F| = — 7ira* sin ®y; 



|==-acos-^ 



/ 



3 

Für die Halbkugel hat man wieder |= — a. 

o 

66^ Allgemeiner Satz aber den Schwerpunkt. 

Sind die einzelnen Massen eines Körpers oder auch 

eines Systems Ton Körpern w, m\ m", und 

sind die Coordinaten der Schwerpunkte dieser ein- 
zelnen Massen bez. o?, y, z; x\ y, z*; a;", y", ;?"; . . . . 
80 hat der Schwerpunkt des gesamtenSystems (^,17,^) 
djie Eigenschaft, dafs die Summe der Produkte der 
einzelnen Massenteilchen in das Quadrat des bez. 
Abstandes vom Schwerpunkte des Systems ein Mi- 
nimum wird. 

Beweis. Nehmen wir ein räumliches rechtwinkliges, 
sonst aber beliebiges Coordinatensystem an, und sei §',iy', ^ 
6in beliebiger Punkt, so ist nachzuweisen, dal^; die Differenz 

positir ist. Wir können sofort für diese Differenz schreiben: 

Sn[(a;-|')«+fy-.;r+(^-?)»-(^-D»-fy-#-(^-Ö»] 
= — 2 (§'— D Ä»« — 2 ()?' — ij) 3»y — 2 (? — ^»»^ 

+ [(l"-r) + (17" - n") + (?'-^)] ^ 

= — 2 (l* — D Jfl — 2(V-»?) Jtfi? — 2 (?' — q Jtf? 

+ Kl"-^*) + (r?'* - n") + (^* - ^)1 ^; 

wenn M. die Masse des ganzen Körpersystems bezeichnet. 
I^ieser letzte Ausdruck geht noch über in 
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oder endlich 

ä»P-f')'+(»-v')'+(«-jr!-a[(«-|)>+(j- 

+(«-&'i=Mi(r-s'+(5'-ii)'+(?-g'i. 

Hierang ist ersichtlich, dals die Differenz der b< 
betreffenden Summen stets positiv ist 



VL 

Von der Änzieliimg auf einen Punkt. 

67. Zwei Funkte, welche die Hassen ta nnd m^ b 
Üben, wenn die Anziehnng proportional der Hasse nnd ii 
einer Funktion der Entfernung r voransgesetzt wird 
■Wirkung 

kmm^ F(r) 
auf einander aus. 

Hat der eine der Funkte die Masse 1, der ander 
Masse m und wird die Anziehung umgekehrt proport 
dem Quadrate der Entfernung angenommen, so ist die 
knng, welche der erste Pnnkt vom zweiten erleidet 

Ji ist der Anziebnngscoefficlent; man versteht 
anter diesem diejenige Anziehung, welche die Hasse 1 
die Hasse 1 in der Entfernnng 1 ansUbt. 

71. Es sei nun ganz allgemein ein Körper von der 
Masse m gegeben, welcher auf einen beliebig im Baume ge- 
legenen materiellen Funkt P, der die Coordinaten x, y, e 
in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem hat, eine 
Anziehung austtbt Denkt man sich die Masse m in ui 
lieh kleine Teilchen zerlegt und ist die Entfernnng 
solchen Elementes dm von dem angezogenen Funkte i 
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werde noch yoransgesetzt, dafs die Anziehung von dm irgend 
eine Funktion von r sei und dafs sie auch abhängig sei 
Yon dem Massenteilchen. 

Die Gesamtanziehung der Masse m auf den Punkt P, 
: welche mit A bezeichnet werden möge, setzt sich zusammen 
^ aus einer Menge einzelner Kräfte, nämlich derjenigen, welche 
I alle Massenelemente auf den Punkt ausüben. 

Die Coordinaten eines Massenelementes seien x', y\ z*\ 
: diese sind also veränderlich, während Xy y, z als die Coor- 
dinaten des angezogenen Punktes konstant sind. 

Die Intensität der Kraft, welche dm in der Bichtung r auf 
den Punkt ausübt, wird ausgedrückt durch dm F{r), Bildet 
die Gerade r mit der a;-, y- und ;6r-Axe bez. die Winkel 
^j ßy y> so sind die drei Komponenten der Kraft dm F{r) 
in der Bichtung der drei Coordinatenaxen 



dm F{r) cos a = dm I\r) 



x' — X 



dm F(r) cos ß = dm F{r) - — -; 



dm F(r) cos y = dm F{r) 



sf — z 



Demnach werden die drei Komponenten der Gesamt- 
anziehong in der Bichtung der drei Axen sich darstellen als 



Y=fdmF{r)^^—^\ 



Z=fdmF{r) 



r 

z' — z 



Es ist nun 



Durch partielle Differentiation nach x, y und z e 
sich bez. 





Daher 


wird 


nna 
X=—fdm 

r= —fd» 










Z = -/Äilr)^. 




Setzen 


wir 


fF{r)Sr = 


-fl-W; 


dann würde 


sein 












Jtr)*=- 


-ayw; 


also 








a<pW. 

f£M. 



Diese Werte in die Formeln für Z, T, Z eingesetzt. 



X=/iJi»- 






.=/.».M^, 
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Führen wir noch die Bezeichnang ein 

fdm (p(r) = F, 
io hat man einfach 



X — 


av 

dx ' 


Y — 


av 


z — 


av 

az ' 



l. h. die drei Komponenten der Gesamtanziehnng sind die 
rei partiellen Differentialqnotienten ein und derselben Fnnk- 
lon. Die Funktion V heilst das Potential der Masse m 
Beziehung auf den Pnnkt [xy^. 
Die Gesamtanziehnng B, ist nun 

Die Winkel a, &, c, welche B, mit den Coordinatenaxen 
)ildet, sind 

X Y Z 

cos a ==— ; cos h = -^; cos c = — • 

JX ^ ji 

Hierdurch ist die Gesamtanziehung des Körpers auf 
jden Punkt der Grölse und Bichtung nach bestimmt. 

Die vorkommenden Integrale werden meistens dreifache 
[sein; die Grenzen der Integrationen ergeben sich aus der 
[Natur des gerade vorliegenden Körpers. 

Man spricht nun nicht blois von der Anziehung der 
[Körper, sondern auch von der Anziehung der Flächen und 
ker Linien, zu welchen letzteren auch der Draht gezählt wird. 



A) Anziehung der Linien. 

68. Aufgabe. Eine gerade Linie AB von der Länge l 
^irkt anziehend auf einen Punkt T) von der Masse 1, welcher 
l^nberhalb der Bichtung der Geraden im senkrechten Ab- 
[ftande y von dieser sich befindet. Es soll die Grölse und 



Hichlang iler Anziehung E gesucht werden, wenn let: 
nach dem Newton'schen Gesetze erfolgt 

LBsung. Man lege das rechtwinklige Coordinateosyi 
so, dafs der eine Endpunkt der Geraden Coordinatennrspi 
und die Gerade selbst x-Ase ist In Bezng auf dj 
System habe der angezogene Punkt die Coordinaten x oi 
Ein beliebiges Massenteilchen der Linie äx' habe to: 
die Entfemnng r. Es ist F{r) = -^; also fF{r}dr^j 

= _£; aiso<p{r) = ^; folgUch 



rdx^ 



={x—x')*+y'ist. 



_. C dx' 



y'ix-xr+y-* 
Mit Hülfe der Snbstitution 

X — x' = ty. 



TT- r **' 
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oder 



Y^^^iy(^-^f+y'+^-^ 



Daher wird 



ax ^\y{x^if + p^ ys«T.y«r 

ebenso wird 

Es ist nun 

^ ' ^ cos v ' ^ cos w 

4:— Z . x 



sinv; :zr-7 = sm ti. 



Folglich 
X= — ^— cos t; + — cos M = — — (cost? — cos u): 

y y y 

T= + — sint; — — sin w = —(sint? — sinw); 

y y y 

oder 

X = =- sm — -— sm— -— ; 

y 2 2 ' 

_- 2u . u — V u-^-v 
T== sin— --— cos ^ . 

y 2 2 

Somit wird 

i2=-^sin-— -; 

y 2 

wid wenn a der Winkel ist, welchen die Richtung von B 
mit der Geraden bildet, so ist 

tga = — ; oder tga == cotg — — . 

Wird Z =oü, dann wird u = 90®; und t; = — 90®; 
f^a = (X>, d, h. a = R; die Richtung von JR ist senk- 
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2u 

recht zu der Geraden; und B wird gleich -5-, d.h. dieRe- 

P 
sultante ist umgekehrt proportional der Entfernung des 

Punktes von der Geraden. 

6. Aufgabe. Ein Draht hat die Gestalt einer Kreis- 
linie, deren Radius q ist. Die Diqhtigkeit e und der 
Querschnitt q des Drahtes sind konstant. Üher dem Mittel- 
punkte der Kreislinie liegt ein Punkt P in dem senk- 
recht zur Kreisehene gemessenen Ahstande h. Seine Masse 
ist gleich 1. Er erleidet von der Kreislinie eine Anziehung 
nach dem Newton'schen Gesetze. Wie groiCs ist dieselbe? 

LVsung. Denkt man sich P mit und einem Peri- 
pheriepunkte verbunden und bezeichnet den so entstandenen 
Winkel mit y, so ergiebt sich ohne weitere Rechnung 



oder 



Z=2Q7tqe-^cosy] 



Z=2Q7tq€-^.j; 



oder 



da r==Vh^+Q^ ist, 
grhqe 



Z=27C 



i8 



oder wenn mit m die Masse des Kreisdrahtes bezeichnet wird, 

fihm 



Z= 



iVh^+Q^) 



2\8 



B) Anziehung der Flächen. 

70. Aufgabe. Wie grofs ist die Anziehung Z, welche 
eine homogene Kreisfläche vom Radius q nach dem 
Newton'schen Gesetze auf einen materiellen Punkt P aus- 
übt, der senkrecht über ihrem Mittelpunkt in der Ent- 
fernung h liegt? 
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LSsung. Das rechtwinklige Coordinatensystem sei so 
gelegt^ daüs der Ereismittelpnnkt Coordinatenanfang und die 
Gerade OP ^i^ ;e^-Axe ist. Denkt man sich die Ej-eisfläcbe 
in unendlich schmale konzentrische Kreisringe zerteilt, so ist 
der Flächeninhalt eines dieser mit dem Radius q* gleich 
^Q^TcdQ*, Die Anziehung dieses einen Binges auf den Punkt 
wird ausgedrückt durch 

wo ft der Anziehungscoefficient ist. • 

Die Gesamtanziehung Z wird also dargestellt durch 

+ 9 
p2Q'h7tdQ' 

— 9 



Setzt man h^ + ^'^ = r®, so wird 

Vämv 

Z==2f^hnJ^; 



h 



folglich 



oder 



Z=2uhn\-rr |; 

Z=2u7t (l |. 



Bezeichnet y den Winkel, welchen das Perpendikel OP 
mit einer von P nach irgend einem Punkte der Kreisperi- 
pherie gezogenen Geraden bildet, so- ist 

Z = 2fX7t(l — cosy). 
Wird die Kreisfläche unendlich grois, also q = oo 
oder y = B, so ist 

Z=2fi7c; 
d. h. die Anziehung ist unabhängig Ton der Entfernung des 
Pnnktes von der Fläche. 

Bleie r, Leit&den. I. 5 
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71. Aufgabe. Eise Eugelfläche vom Radios q 
wirkt anziehend anf einen Pnnkt P, welcher sich im Ab- 
stände p y>Q vom Mittelpunkte befindet. Die Anziehong 
erfolgt umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfer- 
nung. Es wird verlangt, die Intensität zu ermitteln. 

Ufsung. Wir beziehen die Eugelfläche und den Paukt P 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen a?-Axe OP 
und dessen Anfang ist. Bezeichnet dann a den Winkel, 
welchen die Verbindungslinie von der Länge l von J> mit 
einem beliebigen Punkte xp der Eugelfläche bildet, so ist, 
da das Flächenelement in diesem Punkte 

Q.dx,dy Q.dx.dy 

ist, die Anziehung dieses diflerentiellen Oberflächenelementes 
auf den Punkt 

Q.dx.dy II 

oder 

^•^^ Qdxdy fj, {p^x) 

y^2ll^2ll^2 ' {yQ^+p^^2px)^ 
Mithin ergiebt sich fOr die Anziehung, welche die ganze 
Eugelfläche auf P ausübt, 

(p — x) dx dy 



/ ^ ~ -~- -•a 



= 2,,// 



Yg^^x^^y^ {yQ^+p^—2px)^ 



oder 

P {p — x)dx 

= 2QfX7tJ j 



x= 



(Vq^+P^'-^px) 
Hierfür können wir schreiben: 

+ Q +? 



8 



nie ^^ r ^^^ \ 



— 9 



J 



r 
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Durch Aasftthmng der Integrationen folgt dann 

die Anziehung ist also ebenso grofs, als wenn die gesamte 
Masse der Engelfläche in ihrem Mittelpunkte vereinigt wäre. 



C) Anziehung der Körper. 

72. Aufgabe. Wie grofs ist die nach dem Newton'- 
schen Gesetze erfolgende Anziehung, welche ein gerader 
homogener Ereiskegel von der Höhe OÄ = h, dem Basis- 
radias q und der Dichtigkeit e auf einen Punkt P von der 
Masse 1 ausübt, welcher auf seiner Axe unterhalb der Grund- 
fläche in der Entfernung p> h von der Spitze liegt und 
welchen Wert hat X, wenn der angezogene Punkt in dem 
Grundflächenmittelpunkt sich befindet. 

LSsung. Man benutze cylindrische Coordinaten und 
nehme die Eegelspitze als Anfang der Abscissen; die Eegel- 
axe als ^-Are. Ein beliebiger Punkt Q der Eegelmasse 

Fig. 15. 




5* 
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werde bestinunt durch die Coordinaten OI)^^x\ l)Q=r; 
GrBQz^q)'^ dann hat man fOr die Gesamtanziehong, welche 
auf P ausgeübt wird, 



h h 2x 



n r nr{p — x)axaraq> 







Es ist sofort 



h 



o 



Nnn ist 



rdr 1 



+ r« ' 



Folglich wird 

h 



Z=2^../(^-.)(--==i 



+ 



y{p^x)^h^+Q^x^ p—^ 



)dxi 



oder 






i'-'f-;^ 



dx 



V(p—ix>fh^+ Q^x' 



, n xdx \ 



Bezeichnet s die Seite des Kegels, so hat man nach 
einer bekannten Rednktionsfonnel aus der Integralrechniiiig 

xdx 



f 



._ Vp^h^'-2ph^x+s^x^ 



yp^h^-^2ph^x+s^x^ s 



a 



yp^h^''2ph^x+s^x^ ' 



und weiter ist, wenn c den Äbstaod von P tod der Ereb- 
peripherie bedeafet, so daä 

c = y(p— A)ä+ßa =-j/p3_2^Ä+s« ist, 
^» 

= -( (— 2pÄ8+2sä3;+2sV>»Aa_2pÄ3a:+5*i*). 
Hiernacli wird leicht 

'Wenn i> mit dem Gnindfl&chenniittelpnnkte znsammeu- 

^Ut, so ist einfacher 



= 2^^.ä[A^ 



-Z-! 



^-^+M 



Ji (s— A) 

73. Aufgabe. Eine homogene Hohlkugel, deren 
Sofserer Kadins ^j, deren innerer q^ nnd deren Dichtigkeit e 
ist, wirkt nach dem Newton'scheu Gesetze anziehend auf 
einen Pnnkt F von der Masse 1. Es soll berechnet wer- 
den, wie grols diese Aoziehm^ X ist, 1. wenn der Fnnkt 
anlserhalb der Engel liegt, 2. wenn er sich in dem nm- 
gchloEsenen Hohlraame befindet, 3. wenn er in die Masse der 
Hohlkngel selbst hineinfällt. 

Lltsung. Wir nehmen zur Aie der x die Gerade, 
Teiche den Punkt P 
mit dem Kngelmittel- 
pnnkte verbindet. 
Bezeichnen wir mit q 
O eo! e < Pi) ilen 
inneren Badius einer 
Engelschicbt von der 
Dicke dß nnd mit Q 
den Winkel eines be- 
Uebigen Eadins mit 
derAxe dera; so geht die frühere Formel 
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y=:fdm q) (r) 



über in 






Es ist nun aber ^' 

r'^==Q^ — 2xQ cos + x'^; 
daher 

rdr = XQ sin QdQ] 
nnd folglich 



y='-^ffeäeär. 



Bezüglich der Grenzwerte von r, welche © = nnd 
= TU entsprechen, ist nun der Fall, wo der Punkt au£ser- 
halb des Körpers ist, zu unterscheiden von dem anderen, 
wo derselbe in dem von der Hohlkugel umschlossenen inne- 
ren Räume liegt. 

1. Ist der angezogene Funkt aufserhalb, so hat man 

folglich 

da A = — — war, 
dx 

4 
Bezeichnet m die Masse der Hohlkugel, so wird 



X= — 



x^ 



Die Anziehung ist demnach dieselbe, als ob die 
ganze Materie des Körpers im Mittelpunkte ver- 
einigt wäre. 



j 
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2. Liegt der angezogene Punkt P in dem umschlosse- 
nen Hohlräume, so hat man 

ft ? + x . Fig 17. 



^--^JI^^'- 



oder 



(h 9 — ^ 



9\ 



90 



Weil diese GröJCse von x unab- 
hängig ist, so wird 

dV 




dx 



= ; und f olgUch X = ; 



d. h. die Hohlkugel übt keine Wirkung auf einen 
Punkt aus, welcher in dem von ihrer kleineren 
Oberfläche begrenzten Räume liegt. Daraus folgt 

3. dafs die Wirkung auf einen in die Hohlkugel selbst 
hineinfallenden Punkt sich auf diejenige reduziert, welche 
von dem zwischen der Kugelfläche mit dem Radius ^o ^^^ 
der durch den angezogenen Punkt konzentrisch gelegten 
Kugelfläche enthaltenen Teil ausgeübt wird. Demnach müfste 
man sich die diesen Teil ausmachende Masse im Mittel- 
punkte vereinigt und nach dem angegebenen Gesetz auf 
den Punkt wirkend denken. 

74. Aufgabe. Eine homogene massive Kugel vom 
Radius q wirkt nach dem Newton'schen Gesetze anziehend 
auf einen Punkt von der Masse 1. Es soll berechnet wer- 
den 1. wie grofs diese Anziehung X ist, wenn der Punkt P 
aufeerhalb der Kugel liegt; 2. wenn er auf der Oberfläche 
gelegen ist; und 3. wenn er innerhalb der Kugel sich be- 
findet. 

Lttsung. 1. In 73. 1. hatten wir für die Anziehung 
der Hohlkugel auf einen Punkt aufserhalb derselben gefunden: 



X= — 



3a;2 



(?i'"?o«). 
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Wird hierin qq = gesetzt, so erhalten wir die An- 
ziehung der Yollkagel auf einen Punkt aufserhalb dieser als 

2. Setzen wir in dieser letzten Formel x = q, so er- 
giebt sich als Anziehungskraft der Eugel vom Radius q auf 
einen Punkt auf der Oberfläche derselben 

O 

3. Liegt der materielle Punkt, welcher angezogen wird, 
endlich im Innern der Vollkugel im Abstände x <C^q vom 
Mittelpunkte 0, so folgt nach 73, 3, dafe derselbe nur der 
Anziehungskraft der Kugel unterliegt, welche der ersteren 

konzentrisch ist und deren Oberfläche durch jenen Punkt 

4 
hindurchgeht. Die Masse dieser ist —7t/x€xK Die Grölse 

3 

der Anziehung ist 

4 

X== — 7tU€X. 

ö 

Sie ist folglich der Entfernung vom Mittel- 
punkte direkt proportional. 



VII. 



Vom (jleichgewiclit der Kräfte, welche ein 
loses Punktsystem angreifen. 

75. Ein loses Punktsystem ist ein System von mate- 
riellen Punkten, in welchem nicht alle Punkte unveränder- 
lich mit einander verbunden sind. Bei einem solchen losen 
Punktsystem kann man die Zusammensetzungen und Zer- 
legungen nicht mehr machen, durch welche sämtliche Kräfte 
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auf eine einzige Kraft und ein einziges Paar zurückgeführt 
werden. 

Der allgemeine Grandsatz, nach dem man diesen Fall 
anf den früheren zurückbringt, besteht darin, dafs es not- 
wendig ist nnd aasreicht, dals jeder Teil des Systems, 
welcher eine anveränder liehe Gestalt hat, sich im Gleich- 
gewicht befinde yermöge der Kräfte, die anmittelbar aaf ihn 
wirken, worunter man auch diejenigen begreift, welche von 
den Yerbindangen herrühren. 

A) SeilpolygoiL Seilcurve. 

76. Wir wollen den Fall betrachten, wo Punkte durch 
biegsame und unausdehnbare Fäden verbunden sind, welche 
das bilden, was man Seilpolygon nennt. 

Es seien A, B, G, JD Punkte, die mit einander durch 
biegsame Fäden von unveränderlicher Länge verbunden sind; 

Fig. 18. 
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V, P, Q, JR, 8, Y seien Kräfte, welche an diesen Punkten 
angreifen und von denen die beiden äufsersten Z7, T ver- 
mittelst der Seile AU, BV wirken. 

Damit dieses System im Gleichgewicht stehe, so mufs 
jeder der Punkte A, B, C und D im Gleichgewichte sein. 
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Der Punkt C z. B. wird von drei Kräften angegriffen, näm- 
lich durch die von den Seilen CB und CJD ausgeühten Wir- 
kungen und durch die Kraft B\ diese drei Kräfte müssen 
folglich in einer Ebene liegen, und jede von ihnen inu& 
dem Sinus des Winkels der beiden anderen proportional 
sein. Das Gleichgewicht eines Seiles verlangt aber noch, 
dafs es durch gleiche und entgegengesetzte Kräfte angezogen 
werde, deren Intensität die Spannung des Seiles beifst. 
Vermöge dieser Bedingungen kann man die Spannungen 
aller Seile und die Verhältnisse der Kräfte unter einander 
bestimmen, sobald man die Figur des Polygons im Zustand 
des Gleichgewichts kennt. 

77. Die Spannung T irgend eines Seiles CD läfst sich 
sehr einfach bestimmen, wenn man beachtet, dafe Gleich- ^ 
gewicht besteht zwischen dieser Kraft T und dem Teile des 
Systems, der sich auf irgend einer der beiden Seiten von 
OB befindet. Betrachten wir z. B. die Kräfte Z7, P, Q, B, 
und T', dieselben werden nicht aufhören, im Gleichgewicht 
zu sein, wenn man das Polygon ABC unbiegsam macht; 
und daraus folgt, dafs die Kraft T mit der Eesultante der 
Kräfte Z7, P, Q, B gleich und entgegengesetzt ist. Und da 
man Kräfte, ohne ihre Wirkung zu ändern, an einen be- 
liebigen Punkt ihrer Resultante versetzen kann, so erhält 
man den folgenden 

Lehrsatz. Die Spannung irgend eines Seiles ist 
die Resultante aller auf derselben Seite dieses 
Seiles gelegenen und parallel mit sich an einen be- 
liebigen Punkt desselben versetzten Kräfte. 

78. Befindet sich das Polygon im Gleichgewicht, so 
wird es noch darin bleiben, wenn man seine Gestalt unver- 
änderlich macht, und deshalb müssen alle daran angebrach- 
ten äufseren Kräfte den Bedingungen für das Gleichgewicht 
eines festen Systems Genüge leisten. Versetzt man diesel- 
ben also parallel mit sich an einen Punkt, so müssen sie 
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zur Resultante die Null ergeben, woraus drei Gleichungen ent- 
springen. 

Umgekehrt, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, so 
kann man dem Polygon eine solche Figur geben, dafs Kräfte^ 
welche der Gröfse und Richtung nach gegeben sind, sich an 
demselben, im Gleichgewicht halten. Diese Folgerung, da 
sie von der Anzahl der Seiten des Polygons unabhängig ist, 
hat an der Grenze noch Geltung, wenn das Polygon, indem 
I die Seiten gegen die Null hin abnehmen, ohne Ende in eine 
! Kurve überzugehen strebt (Seilcurve). 

I Anstatt dais die Kräfte CT und Y gegeben sind, können 

j die zwei Endpunkte des Seiles fest sein. 

£) Gleichgewicht eines biegsamen undehnbaren 

Fadens, dessen Punkte sämtlich der Wirkung 

irgend welcher Kräfte unterworfen sind. 

79. Es seien X, Y, Z die Komponenten der Kraft, 
welche einen beliebigen Punkt des Fadens angreift, und 
welche auf die Längeneinheit bezogen ist. Dann wird auf 
einen unendlich kleinen Bogen ds eine Kraft wirken, deren 
Komponenten X.ds, Yds, Zds sind. Die beiden Enden des 
Fadens können entweder fest sein, oder es können der Rieh- 
tung und Gröfse nach gegebene Kräfte daran angreifen. 
Es sollen die Bedingungen ftlr das Gleichgewicht des Systems 
gefunden werden. 

Im Zustande des Gleichgewichts des Systems mufs jedes 
unendlich kleine Element des Fadens sich im Gleichgewicht 
befinden in Folge der Kräfte, welche dieses Element an- 
greifen; und umgekehrt, findet letzteres statt, so ist der 
ganze Faden im Gleichgewicht. 

Es sei also ds ein beliebiges Element. Dasselbe wird 
nicht aufhören, im Gleichgewicht zu bleiben, wenn man seine 



L 
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Figur unveränderlich macht. Die Kräfte, welche auf das 
Element wirken, sind die an seinen äufsersten Punkten aus- 
geübten Spannungen, die nach den Tangenten in diesen 
Punkten, aber einander entgegengesetzt gerichtet sind, xmd 
außerdem die Kräfte Xds, Yds, Zds. 

Die Spannung T ändert sich auf stetige Weise zugleich 
mit dem Bogen s der Kurve, ist also eine stetige Funktion 

des Bogens, sowie die Cosinusse -r^, -r^, ^- der "Winkel, 

as as ds 

welche die Tangente mit den Axen bildet. Die Seitenkräfte 

der Spannung, in dem Sinne betrachtet, in welchem s wächst, 

sind folglich an den beiden äufsersten Punkten des Bogens ds: 



T 



dx 



Ay 



T 



dz 



ds* ds* ds 



und 



ds 



(-S). ^^ 



dy^ 
ds 



+d[T 



dy_ 
ds 



)■ 



4+^(# 



Die gesuchten Gleichgewichtsbedingungen sind nun jene 
für Kräfte an einem und demselben Punkt und müssen aus- 
drücken, dafe die Summen aller mit jeder Axe parallelen 
Komponenten einzeln gleich Null sind. Man erhält daher, 



wenn man bemerkt, dafs die Komponenten T 



^ T^ T— 
ds ' ds* ds 

mit dem entgegengesetzten Zeichen genommen werden müs- 
sen, die folgenden Gleichungen: 

diT^ + Xds = 0, 



m 



d\ T-f +rd5=0, 



ds 



d 



Führt man die Differentiale aus, so wird 



dT.^ + T.d 
ds 



— 77 — 



ds \d$J 



dz 
dT.^ + 
ds 



'Ht) 



+ Zds = 0. 



Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit 



dx 
ds' 



df/ dz 

ie zweite mit -r^, die dritte mit -r- und addiert, so er- 

ds ds 

lält man 



fdx^ dy^ dz^ 



i 



ds' 



ds 



2 



tM^(t) 



ds 




4- 



Hierin ist nun 

dx^ 



+ Xdx + Ydy + Zdz=^Q. 



ds^ "^ ds'^ "^ ds^ ' 
roraus zugleich folgt, dals 

ds \dsj ds \ds J ds \dsj 

Hithin geht die obige Gleichung über in 
dT+ Xdx + Ydy + Zdz = 0. 

In dem gewöhnlichsten Falle ist Xdx + Ydy + Zdz^ 
lie Diferentialgröüse einer Funktion (p {x, y^ z), und man 
lat alsdann 

T= — g){x,y,z)+G] 
md wenn man die Spannung T* in dem Punkt, dessen 
loordinaten x*, y', z* sind, kennt, so hat man 
T—T = g> {x\ y\ z') — (p (x, y, z\ 
dafs man die Spannung in jedem anderen Punkt als 
Lktion seiner Coordinaten findet; und in allen Fällen ist 
Ler Unterschied der unbekannten Spannungen, welche in 
swei Punkten des Fadens stattfinden, nur von den Goordi- 
Isoaten dieser Punkte abhängig. Substituiert man den Wert 
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von T in zwei der Gleichungen (1), so erhält man die ( 
chuDgen der Kurve, die der Faden bildet. 

80. Faden, aaf welehen die Kraft« senkre 

wirken. Wenn die Kraft, deren Komponenten X, 1 
sind, in allen Punkten der Kurve senkrecht stände, so wi 
man haben: 

Xdx+ Tdp + Zdz = 0\ 
(p {x, y, z) würde konstant sein, nnd folglich auch T 
diesem Falle empfindet also der Faden in allen Puq 
gleiche Spannungen. 

Wenn die Spannung T konstant ist, so werden 
Gleichungen (1): 

ra ^ = - ffl»,- Td'J- = - r<fc; ra|? = - 

äs dB ds 

woher 

oder, wenn man durch P die Kraft und dnrch ^ den Eli 

mnngshalhmesser bezeichnet, 

ya = i«pa and daher F= — ; 

d, h. wie auch die senkrechte Kraft sein mag, der Fj 
nimmt im Gleichgewicht eine solche Gestalt an, daJs ( 
Kraft im umgekehrten Verhältnisse des Krümmungsl 
messers steht. 

81. Anfgalie. Es soll die Kurve untersucht wer 
welche ein Faden annimmt, der aber eine krumme Fl. 
F{x, ^, e):=0 gespannt wird. 

LBsung. Die wirkende Kraft P ist hier der Wi 
stand der Fläche; also P ist normal gerichtet. Die B 
ponenten von P seien X, Y, Z; P bildet mit den Äxen 
die Winkel a, ß, y, deren Cosinusse dieselben sind, wie 
Cosinusse der Winkel, welche die Normale mit den 
Axen bildet; nämlich 
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<5ös cc = ^^] cos ß = — -; cos y = 



W 



W 



3F_ 
'dz 



wo 



TP = 



(S)+(f)+(f)'- 

Die Eomponenten selbst von P sind also 

W Bx ^ W Sy 

P BF ^ 

P cos y = ^::^ -:^ = Z. 



"FF ^^ 



T 



Da P normal wirkt, so ist P=— ; also wird 

Q 

SF SF SF 

Für die Komponenten der normal wirkenden Kraft 
haben wir aus 80. die Werte 



— X= T 



Ax 
ds 
ds 



--Y=T 



d— 
ds 



ds ' 



oder 



X 

T 



d^x 



ds^' 



T 



dy 
ds 



2» 



Z 

T 



Z=T 



dH 



, dz 

d — 

ds 

ds 



ds^ 



Mithin wird 



SF 



SF SF 

dH_'dx^ _^_Jy_, d'^z 'Sz ^ 
~'ds^~~W'' ~ ds^'" W' ds^~' W 

woraus sofort folgt 

d^x d^y d^z SE SF SF ^ 



oder 



ds^ ' ds^ * ds^ 



d^x : d^y : d'^z = 



Sx Sy Sz 

SF SF SF 

m-^— * ^^— • — — 

Sx * Sy ' Sz 



y 
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Diese Propoftion ist aus der Theorie der Erümmung 
der Flächen bekannt und drückt diejenige Kurve aas, welche 
die kürzeste Entfernung zwischen zwei Punkten der Fläche 
darstellt. 

82. Aufgabe. Es soll die Curve bestimmt werden, 
welche durch einen biegsamen Faden gebildet wird, von 
dem zwei Punkte fest sind und welcher einzig und allein 
der Wirkung der Schwere unterworfen ist. Der Faden 
werde homogen gedacht; seine Längeneinheit habe das Ge- 
wicht £. 

LSsung. Weil alle Kräfte parallel sind, so muTs die 
krumme Linie in der durch die beiden festen Punkte gehen- 
den Yertikalebene enthalten sein. Wir nehmen in dieser 
Ebene zwei Axen rechtwinkliger Goordinaten, davon die 
^-Axe vertikal, aber im entgegengesetzten Sinne der Schwere, 
es wird das Gewicht eines Bogenstücks von der Länge s 
sein. Im vorliegenden Fall ist 

^=0; Y= — E. 

Die allgemeinen Gleichungen (1) vereinfachen sich hier- 
nach und werden 

düß 
aus der ersteren folgt sofort T-^ =Aiyio A eine willkür- 

ds 

liehe Konstante), d. h. die Horizontalspaunung ist überall 

gleich grofs. 

ds 
Es ist T=-ä.-r-: diesen Wert in die zweite Gleichung 

dx 

oben eingesetzt, giebt 

dy 



Ist --^ = jp, so ist ds = dx 'Vl+p'^\ 

OfX 



I 

J 



, ip 

(wo C eine neue EonEtante); 
'^ = HViT^+p); 

also 

ex+C ____ 
e A =Vl+p^+p; 
oder 

ex+C 
(e J, — i))' =1 +i)*; 
woraas 

ex+C EX^C 

dx 2\ ) 

Integriert, giebt 

EX-'rC _ £X+C 

(£ eine nene willkürliche Konstante). 

Dies ist die Gleichting der gesuchten Emre, t 
Kettenlinie heilst. Die Eonstaiiten A, C und h i 
sich bestimmen ans der jedes Mal vorgeschriebenen ] 
des Fadens nnd der Lage seiner zwei festen Anfhängepi 

Wählt man das Coordinatensystem so, dab mau 

x^x ; und ff^y — k, nnd setzt mau zur A 

e 1 
ztrng noch -^=-, so geht die Gleichung der Kett« 

Ober in 
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Dies ist die eleganteste Form, in welcher man die 
Gleichung zu geben vermag und in welcher sie schon langst 
aus der Geometrie bekannt ist. 

83. Aufgabe* Es soll jetzt die krumme Linie unter- 
sucht werden, welche der Faden bilden würde, wenn die 
senkrechte Kraft der horizontalen Projektion des Bogens, 
nicht aber dem Bogen selbst proportional wäre. Dieser Fall 
ist nahezu der bei den Hängebrücken. 

Lttsung. Es sei e die Kraft, bezogen auf ein der Ein- 
heit gleiches Stück der Horizontalprojektion; da Yds die 
vertikale Komponente der auf den Bogen ds, dessen Pro- 
jektion dx ist, wirkenden Kraft bezeichnet, so hat man: 

Tds = — edx; 
und da X=0, so sind die Gleichungen des Gleichgewichts 

woraus 

ds ds 

und 

dx~ A ^^ A' 
worin A und C zwei willkürliche Konstanten sind. 

Die erste von diesen drei Gleichungen zeigt noch, daüs 
die horizontale Komponente der Spannung konstant ist. 

Durch Integrieren der letzten Gleichung erhält man, 
wenn man einen der festen Punkte als Ursprung nimmt: 

Die vom Faden gebildete Kurve ist mithin eine Para- 
bel, deren Axe vertikal gerichtet ist. Die Konstanten A 
und C lassen sich bestimmen, indem man ausdrückt, da& 
die Kurve durch den zweiten Punkt geht und dafs ihre 
Länge einer gegebenen Linie gleich ist. 
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vni. 



Prinzip der Yirtuellen Geschwindigkeiten. 

84. Wenn ein System von materiellen Punkten im 
Gleichgewicht sich befindet und man nimmt an, dafs jeder 
Ton ihnen in eine Lage gebracht werde, welche von der- 
jenigen, die er eingenommen hat, unendlich wenig entfernt 
ist und dafs die Punkte immer noch allen von der Natur 
des Systems abhängenden Bedingungen genügen, so versteht 
man unter der virtuellen Geschwindigkeit eines beliebigen 
Punktes des Systems die Gerade, welche die erste Lage des- 
selben mit seiner zweiten verbindet. 

Die virtuelle Geschwindigkeit eines Punktes nach einer 
bestimmten Bichtung geschätzt, ist die Projektion dieser 
Geschwindigkeit auf diese Bichtung; sie wird als positiv be- 
trachtet, wenn die Bichtung der Bewegung des Punktes aus 
seiner ersten Lage gegen die zweite hin, einen spitzen Win- 
kel mit derjenigen macht, nach welcher die Geschwindigkeit 
genommen werden soll; als negativ, wenn dieser Winkel 
stumpf ist Man erhält also der Gröiäe und dem Zeichen 
nach die virtuelle Geschwindigkeit eines Punktes nach einer 
beliebigen Bichtung genommen, indem man die absolute 
Grö&e dieser Geschwindigkeit mit dem Cosinus des Win- 
kels multipliziert, den ihre Bichtung mit jener macht, durch 
welchen man sie miJüst. 

Man nennt virtuelles Moment einer Kraft das Produkt 
ihrer Intensität in die virtuelle Geschwindigkeit ihres An- 
griffspunktes, genommen in der Bichtung der Kraft. 

Es besteht nun das Prinzip der virtuellen Geschwindig- 
keiten in Folgendem: 

Wenn irgend ein System vonPunkten imGleich- 

gewicht steht, und man denkt sich eine mit den 

sämtlichen Bedingungen, denen das System unter* 

6» 
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worfen ist, verträgliche, unendlich kleine Ver- 
rückung aller Pnnkte desselben, so ist die Summe 
der virtuellen Momente aller Kräfte der Null gleieh, 
welche auch immer die Verrückung sein mag. Und 
umgekehrt, wenn diese Bedingung für jede von die- 
sen virtuellen Versetzungen stattfindet, so stöbt 
das System im Gleichgewicht. 

85. Fall eines einzigen Punktes. — Die Bedin- 
gung für das Gleichgewicht eines vollkommen freien 
Punktes war, dafe die Summe aller Kräfte, nach einer be- 
liebigen Bichtung genommen, gleich Null ist; und umgekehrt, 
findet dieses statt, so ist Gleichgewicht vorhanden. Ist also 
P eine beliebige von den diesen Punkt angreifenden Kräf- 
ten, (i der Winkel, den sie mit irgend einer Richtung macht, 
dann muls man haben: 

^Pcos^ = 0; 

und wenn umgekehrt diese Gleichung für jede Bichtung gilt, 
scT befindet sich der Punkt im Gleichgewicht. Multipliziert 
man nun alle Glieder mit einer willkürlichen Grö&e m, so 
wird dadurch die Gleichung 

J^Pm cos /i == 0. 

Nun ist m cos/w die Projektion der auf die Bichtung, 
welche man betrachtet, von dem gegebenen Punkt an auf- 
getragenen Gröüse m, projiziert auf die Bichtung der Kraft P; 
ferner, da der Punkt vollkommen frei ist, so kann m als 
die Entfernung seiner ersten Lage von irgend einer anderen 
angesehen werden, die er einnehmen könnte; und wenn man 
dieselben unendlich klein voraussetzt, so wird sie dasjenige 
sein, was wir die virtuelle Geschwindigkeit dieses Punktes 
genannt haben. Dann ist 2JPm cos ii die Summe der vir- 
tuellen Momente der Kräfte; also wenn der Punkt sich im 
Gleichgewicht befindet, so ist diese Summe Null, und um- 
gekehrt. 
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Wenn der Punkt nicht im Gleichgewicht wäre, so 
würde es zur Herstellnng des Gleichgewichts genügen, dafs 
man eine der Resultante gleiche nnd entgegengesetzte Kraft 
einführte. Die Summe der Momente würde dann Null sein; 
zwei gleiche und entgegengesetzte Kräfte gehen aher gleiche 
virtuelle Momente mit entgegengesetzten Zeichen; das vir- 
tuelle Moment der Resultante ist daher der Gröiüse 
und dem Zeichen nach der Summe der virtuellen 
Momente der Komponenten gleich. 

Wenn der Punkt gezwungen ist, auf einer festen 
Oberfläche zu bleiben, so wissen wir nach 15., dafe, soll 
Gleichgewicht vorhanden sein, die Resultante normal zur 
Fläche gerichtet sein mufs, und folglich, dafs ^Pcos^ Null 
sei für alle in der Tangentialebene gelegenen Richtungen. 
Man hätte also noch, wie vorher, 

2Pmcosfi = 0; 
nur könnte m nicht mehr als die Entfernung zweier mög- 
lichen Lagen des Punktes angesehen werden, da das Ende 
der Linie m sich nicht auf der Oberfläche befindet. Aber 
wenn man auf der Oberfläche selbst einen in unendlich 
kleiner Entfernung ds von dem ersten gelegenen Punkt 
nimmt, so hat die Richtung der Geraden, welche beide 
Punkte verbindet, die einer Tangente an die Oberfläche zur 
Grenze, und folglich ist 2Pco^fx unendlich klein; deshalb 
ist 2Pds cos fi unendlich klein im Verhältnis zu ds, und 
somit hat man 

2Pdscosfi = 0, 

Also in diesem neuen Fall des Gleichgewichts ist die 
Summe der virtuellen Momente sämtlicher Kräfte Null für 
alle mit den Bedingungen der Aufgabe verträglichen un- 
endlich kleinen Versetzungen und umgekehrt. 

Wenn der Punkt gezwungen ist, auf einer festen 
Kurve zu bleiben, so ist für das Gleichgewicht notwendig 
und hinreichend, daSs die Resultante auf der Kurve senk- 
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recht stehe, und folglich, dals die Samme der Kr&tte, im. 
Sinne der Tangente genommen, der NoU gleich sei; worans 
man, wie im vorhergehenden Fall, schliefst, wenn dnrch ds 
ein unendlich kleiner Bogen der Kurve bezeichnet wird, dafs .| 
man hat: 

SPds cos fi=^0; 

mithin ist auch hier fttr das Gleichgewicht notwendig nnd 
hinreichend, dafs die Summe der virtuellen Momente' der 
Kräfte Null sei für alle mit den Bedingungen, welchen er 
unterworfen ist, vereinbaren Versetzungen des Punktes. 

86. Fall einer festen Geraden. Es mögen jetzt j 

irgend welche Kräfte die Endpunkte einer unbiegsamen Geraden 
angreifen. In diesem Falle können wir uns darauf be- 
schränken, an jedem von beiden Punkten die Besultante 
der diesen Punkt angreifenden Kräfte zu betrachten, weil 
ihr virtuelles Moment der Summe jener ihrer Komponenten 
gleich ist. Wir haben demnach zu zeigen, dafs für den 
Fall des Gleichgewichts die Summe der virtuellen Momente 
dieser zwei Kräfte Null ist 

Die Gerade sei vollkommen frei «und seien Xy y, e^ 
x\ y*, B* die Coordinaten ihrer Endpunkte M und M\ sowie 
l ihre Länge, dann hat man 

woraus sofort folgt 

(x— «0 (dx^dx') + (y— yO {dy—dy") + (z—e^ (ie—ie') = 0; 
während ixy dy, de^ dx\ dy*, ds* die unendlich kleinen Zu- .{ 
wachse der Coordinaten der beiden Endpunkte fOr irgend 
eine virtuelle Yersetzung sind. 

Bezeichnet man nun die durch die Richtung der Ge- 
raden MM* mit den Axen gebildeten Winkel bez. mit a,/?,;^/ 
so hat man 

X* — X tf* V JET* JBT 

cos a = — z — ; cos ß = . l cosy = — = — 
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ergehende äleichnog geht daher aiier io: 

osß+ö« eQSy=Sx' cosa-\-dy' coBß-\-dz'c:osy; 
ichnng lehrt, dafs die rirtuellen GeschniDdig- 
idpnnkte, geDommen in der Richtung MM', 
b sind. Damit nun Gleichgewicht stattfinde, 
siden Er&fte gleich nnd die eioe von ihnen 
VM, die andere längs MM' gerichtet sein; 

Momente sind deshalh gleich und haben ent- 
Zeichen, sa dafs sie zur Summe Null geben. 
rflrde für die Summe der virtuelleD Momente 
elten, weil diese Summe ja dieselbe ist wie 
lente der beiden Kräfte, welche statt aller 

wurden. 
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Von Dr. Albert Bieler erschien in der Sipmann- 
sehen Bachhandlang in Marbarg: 

Bestimmung der Zeit des HerabfaUens eines 
materiellen Punktes auf vertikalen Flati- 
kurven. Untersachongen in der höheren Mechanik^ 
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Eine Untersachang in der analytischen Geometrie. — 
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Alphabetisches Verzeichnis sämtlicher Pro- 
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.eitfaden und Repetitorium 

der 

lytischen lechanik. 



tndierende ao Universitäten und technischen 
Hochschtüen. 



Bector Dr. Albert Bieler. 



In zwei Teilen. 



Zweiter Teü: 
LDaljüsehe DjBftmik der festen KSrper. 



den Beispielen und in den Teil gedrucilen HolMclinillen, 



Leipzig, 

Verlag von Wilhelm Violet 



Vorwort zum zweiten Teile- 



In diesem Teile hat die Lehre vom Stoise keine 
Berücksichtigung gefunden. Die Gründe hierfür, sowie 
die Bestimmung u. s. w. des Buches anlangend, verweise 
ich auf das Vorwort zum ersten Teile. 

Zur weiteren Übung findet man zum Kapitel lY. 
Aufgaben in meiner ,3estimmung der Zeit des Herab- 
fallens eines materiellen Punktes auf vertikalen Plan- 
kurven" (Marburg, Sipmann'sche Buchhandlung). 

Für briefliche Mitteilungen über etwaige Mängel 
werde ich stets dankbar sein. 

Gräfenthal, im Juni 1888. 

Bieler. 



I. 
Grundbegriffe der Dynamik. 

1. Das Wort Bewegung bezeichnet die Erscheinung, 
dafe ein materieller Körper seinen Ort verändert und in 
dem Mafee, wie die Zeit verläuft, verschiedene Lagen im 
Baume einnimmt Wir nennen zwei Zeitintervalle gleich, 
wenn zwei identische Körper, die sich zu Anfang derselben 
in gleichen Umständen befanden und einerlei Wirkungen 
und Einflüssen jeder Art unterworfen wurden, am Ende der 
beiden Intervalle den nämlichen Baum durchlaufen haben. 
Die Einheiten der Zeit und der Länge sind die Sekunde und 
das Meter. Die Bewegung eines materiellen Punktes heulst 
gleichförmig, wenn derselbe in gleichen Zeiten gleiche 
Bäume zurücklegt, wie klein auch diese Zeiten sein mögen. 
Eine Bewegung, die weder gleichförmig, noch aus gleich- 
förmigen Bewegungen von endlicher Dauer zusammengesetzt 
ist, heilst veränderlich. 

Verstehen wir unter einem materiellen Punkte eine 
gewisse Quantität Materie, welche man sich in einen geo- 
metrischen Punkt vereinigt denkt, so besteht die Trägheit 
der Materie darin, daDs jeder ruhende materielle Punkt in 
Buhe bleibt, so lange keine äuDsere Wirkung oder Kraft 
hinzu kommt; und bewegt er sich, ohne durch eine Kraft 
angegriffen zu werden, so ist seine Bewegung geradlinig 
und gleichförmig. 

Bieler, Leitfaden. II. 1 
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2. Unter Geschwindigkeit eines gleichförmig be- 
wegten Punktes verstehen wir den Banm, welchen er in der 
Zeiteinheit durchläuft; oder, mit anderen Worten, das Yer- 
hältnis des durchlaufenen Baumes zu der dabei verflossenen 
Zeit. Bei der veränderlichen Bewegung darf man unter 
Geschwindigkeit in irgend einem Augenblick nicht mehr den 
von diesem Augenblick ab während der Zeiteinheit durch- 
laufenen Baum verstehen; es heilst die Geschwindigkeit des 
bewegten Punktes in einem gegebenen Augenblicke die 
mittlere Geschwindigkeit, mit welcher derselbe einen un- 
endlich kleinen Bogen von diesem Augenblick ab beschreibt. 
Bezeichnet t die Zeit und s die Bogenlänge der beschrie* 
benen Linie von irgend einem Ursprung an, so wird die 
Geschwindigkeit v in einem beliebigen Punkte der Bahn 
durch die erste Ableitung des durchlaufenen Weges s nach 
der Zeit t ausgedrückt, also 

äs 

Man darf sagen, Geschwindigkeit des bewegten Punktes in 
einem beliebigen Augenblicke sei diejenige, mit welcher der- 
selbe sich gleichförmig bewegen würde, wenn von diesem 
Augenblick an jede Kraft darauf zu wirken aufhörte; die 
Bichtung dieser geradlinigen gleichförmigen Bewegung ist 
die der Tangente an die Kurve. 

3. Wie die Begriffe von Zeit und Baum einer wahren 
Erklärung nicht fähig sind, ebenso illusorisch würde es sein, 
den neuen Begriff der Masse erklären zu wollen. Wir 
sagen, zwei materielle Punkte haben gleiche Massen, wenn 
man dieselben, um sie aus dem Zustande der Buhe in iden- 
tische Bewegung zu versetzen, in jedem Augenblicke durch 
gleiche Kräfte angreifen muDs. Jeder Körper ist schwer; 
in dem Streben, sich der Erde zu nähern, übt er einen 
Druck aus, welchen man aufheben muis, wenn der Körper 
unbeweglich bleiben soll. Das Gewiclit ist das Mafs dieses 
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Druckes. Es besteht das Grundgesetz, das man als Defi- 
nition ansehen muis: die Masse der Körper ist dem Ge* 
Wichte derselben proportional. 

Mit dem Worte Kraft bezeichnen wir jede Ursache, 
welche im stände ist, einen ruhenden, materiellen Körper 
in Bewegung zu setzen, oder die Bewegung eines solchen 
Körpers zu verändern. Eine Kraft wird konstant genannt, 
wenn sie immer gleiche Wirkungen auf den angegriffenen 
Körper ausübt, wie auch die Bewegung desselben sein mag. 
Zwei beliebige konstante Kräfte, wenn sie auf gleiche Massen 
dieselbe Zeit hindurch wirken, erteilen ihnen Geschwindig- 
keiten, die im Verhältnis der beiden Kräfte stehen. 

Das Produkt der Masse eines Körpers in seine Ge- 
schwindigkeit wird die Grösse der Bewegung oder Be- 
wegaugsmoment desselben genannt und wird als Mala' 
der Bewegung angesehen. Hiernach beurteilen wir auch die 
relative Gröüse der Kräfte; man kann sagen, eine beliebige 
konstante Kraft werde durch die Bewegungsgröise, welche 
sie in der Zeiteinheit hervorbringt, gemessen. 

Als Krafteinheit nimmt man das Kilogramm, d.h. das 
Gewicht eines Kubikdecimeters destillierten Wassers beim 
Maximum der Dichte. Nimmt man die Sekunde zur Zeit- 
einheit, das Meter als Längeneinheit und das Kilogramm 
als Krafteinheit, so wird die Masse von 9,80896 Kubikdeci- 
metern destillierten Wassers bei der Temperatur von 4 Graden 
zur Masseneinheit. 

Bezeichnet P das Gewicht des Körpers von der Masse 

w, so hat man P=»j^, weil g Krafteinheiten das Gewicht 

der Masseneinheit ausdrücken; daraus findet sich 

P 
w* = — • 

9 
Wir nennen Dichte einer gleichartigen Substanz die 

Masse der Volumeneinheit. Die Dichten der verschiedenen 
Substanzen sind folglich ihren specifischen Gewichten pro- 

1* 
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portional. Bedeutet Y das Volumen eines homogenen Körpers, 
JD seine Dichte, M. seine Masse und P sein Gewicht, so 
haben wir: 

M=YB; P=YI)g. 

Man nennt lebendige Kraft eines in Bewegung be- 
griffenen Körpers das Produkt seiner Masse in das Quadrate 
seiner jedesmaligen Geschwindigkeit. 

Die Bewegung eines Punktes wird erkannt, wenn man 
die Fragen beantwortet hat: welches ist am Ende einer be- 
liebigen Zeit t die Richtung der durch den materiellen Punkte 
beschriebenen Linie, welches ist seine Geschwindigkeit, welches 
ist die Richtung und die Intensität der auf ihn wirkender» 
Kraft? Die Aufgaben über die Bewegung eines Punktes 
zerfallen in zweierlei Arten: 1) vorgeschrieben ist die Art 
der Bahn, in welcher sich der Punkt bewegen soll, oder die 
Geschwindigkeit desselben, oder beides; zu suchen sind die 
Kräfte, welche die Bewegung erzeugen; 2) vorgeschrieben 
sind die Kräfte, welche die Bewegung erzeugen; gesucht sollen 
werden die Bahn der Bewegung und die Geschwindigkeit. 



Bewegung eines materiellen Punktes. 

IL 

Geradlinige Bewegung eines freien Punktes, 

ö. Denken wir uns irgend eine geradlinige Bewegung; 
V sei die Geschwindigkeit des bewegten Punktes, dessen 
Masse wir der Einheit gleich nehmen, x sein Abstand vom 
Ursprung, t die Zeit von einem gewissen Moment an; <p 
bezeichne die veränderliche Kraft, welche in jedem Augen- 
l)lick auf den Punkt wirkt, d. h. ihr Verhältnis zur Kraft- 
•einheit, welches durch die Geschwindigkeit gemessen wird, 
<lie sie während der Zeiteinheit dem Beweglichen erteilen 
^ürde, dessen Masse der Einheit gleich ist. Dann wird 

dv 

Dieser Ausdruck ist das genaue Mafe der auf die Massen- 

-einheit kommenden Kraft bei jeder geradlinigen Bewegung. 

Er hat dasselbe Zeichen wie dv\ daher ist bei Anwendung 

dieser Formel die Kraft als positiv zu betrachten, wenn sie 

die Geschwindigkeit zu vergröfsern strebt, und als negativ, 

dx 
wenn sie dieselbe verringern will Es war nun aber t? = ----, 

dt 

v^elcher Ausdruck das positive Zeichen besitzt, wenn die 

Bewegung im Sinne der positiven x stattfindet. Mithin wird 

die Kraft positiv sein, wenn sie in diesem Sinne wirkt, 



weil sie daDn den algebraischea Wert von — oder v ver- 
größert; negativ ist die Kraft im entgegengesetzten Sinne. 



6. Betrachten wir jetzt einen Fnnkt von der Masse m, 

so wird die ihn bewegende Kraft dnrch m ~ vorgestellt. 

Man nennt diese Kraft, welche anf eine beliebig gegebene 

Masse wirkt, bewegende Eraft. Ihr Mafa ist: 

dv ^ ä^z 

i»-r- oder w»-;:5^- 

dt dt^ 

Besv^Jileuiiigeilde Eraft heilst diEjenige, welche bei der 
betrachteten Bewegung anf die Masseneinheit kommt; sie 
wird gemessen dorcn-. 

äv - d'^x 

Derselbe Ausdmck milst die positive od^Sjiegative Beschlen- 
nigung der Bewegung. 



Bewegung durch Einwirkung der Scmwere 
im leeren Baume. 

7. Es wirke anf den Körper nur die Schwerkraft\ ?■ 
sen wir in der allgemeinen Formel 



(p = i?, so ist 9 = -it'> ttnd v = g Cdt; 
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dos 

und da t; = ^- ist, so wird 

at 

—.=gt + c; also x=^t^ + ct + c'. 

Die beiden Integrationskonstanten c und c* werden bestimmt 
nach dem Anfangszustande. Für ^ = kann der Punkt sich 
in Buhe befanden, oder schon eine gewisse Geschwindigkeit 
gehabt haben. Für den Fall der Ruhe ergiebt sich c = 0; 
für den anderen Fall ist c die Anfangsgeschwindigkeit. 
c' hängt davon ab, von wo aus der Raum gerechnet wird. 
Ist für t = auch aj = 0, so ist c' = 0; sonst könnte für 
f = auch x = & genommen werden. Die einfachen Fall- 
gesetze sind dann hieraus 



v=gt\ 



x = U\ 



Wenn der Körper beim Fallen noch einen StoDs erhält, so 
haben wir 



v:^gt + c\ 



a? = |^« + c^. 



"Wenn der Körper senkrecht in die Höhe geworfen wird, so ist 

v = gt — c; und OD = j-t^ — et. 

Für t = — ist die Geschwindigkeit gleich Null; und der 

Körper ist am höchsten Punkte angelangt; für x = ist er 

wieder am Ausgangspunkte und dies findet statt für t = 

2c 
und für t = —; d. h. die Zeit, welche der Körper braucht, 

g 

um bis zum höchsten Punkte zu steigen, ist dieselbe wie er 
braucht, um von diesem dieselbe Strecke zu durchfallen. 

Eliminiert man t aus den obigen Gleichungen für v^ 
und Xy so erhält man noch 



X=' 



v^ — c^ 



'ig 



V = Yigx + c*. 
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Fig. 1. 



8. Herabsteigende Bewegung. Wir denken uns 

in A über der Erdoberfläche im Abstände h von derselben 

einen materiellen Punkt, der im umge* 
kehrten Verhältnis des Quadrats der Ent- 
fernung gegen den Erdmittelpunkt hinge- 
zogen wird. Der Erdradius sei r. P sei 
ein Punkt aus der Falllinie. PA = x; 
9 sei die Kraft, die auf den Körper im 
Punkt P wirkt. 

Die Entfernung des Punktes P vom 
Erdmittelpunkt ist h + r — x] wir haben 
dann 

cp :^ == r* : (Ä + r — a;)*; 
oder 




Nun war 



hier 



folglich 



oder 



? 



gr 



2 



(Ä + r — xf 



d^x dv , dv d^x 



dv dx gr^ 

^Jt^di^ih + r — x/' 



2vdv = 



2gr^dx 



(Ä + r — ic)2' 



V 



2 



2gr^ 



+ Ä 



h + r — X 
Für x = 0, wird v = 0; woraus sich ergiebt 



h + r' 



folglich ist 



v2 = 



2gr^x 



{h + r){h + r — x) 
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Für die Geschwindigkeit in B^ für welchen Fall x=h, er- 
hält man 

2gr}i 



V 



2 



Ä + r 



Wenn ä=3ü angenommen wird, so erhalten wir v=y2gr 
= 11176m; dar = 6366739 m; ^ = 9,80896 m. 

Es ist noch die Zeit t als Funktion des Raumes x dar- 
zustellen. Es war 

dx 



.=/ 



2gr^x 

Öi + r)[h-\-r — x)~di' 



folglich 



dt 



=dxY 



{h + r){h + r--x) 



2gr^x 
Um zu integrieren, setzen wir 

x^={h + r)sin^tr; 
dann wird 



dt = 2{h + r) cos V dw 



l/ h + r 
y 2gr^ 



hieraus 



t 



= {h + r)]/^- 



"I" f 

^ — ^(w + sinw? cosw?) + C. 
2gr^ ^ ' 



Setzt man für w den "Wert aus der obigen Substitutions- 
gleichung ic=(Ä + r)sin®««^ ein, so ist 



h + rl/h + V/ . l/~ 



X 



+ 



Vx{h + r^ 



^ + c. 



r ' 2^ \ ^ h-\-r ' Ä + r 

Für «=0, soll < = sein; also wird, da dann (7=0, 

^ Ä + rl/A + r/ . 1/ « , ya:{Ä + »• — «) \ 

Wenn der Körper von dem Monde auf die Erde fiele, so 
würde dies ungefähr ö Tage dauern. "Wenn der Körper 
von der Höhe r herunter fiele, so würde er dazu 35 Mi- 
nuten brauchen. 
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9. Anfsteigende Bewegnng. Es sei jetzt PB gleich 

x\ und sei x gleich Null für den untersten Punkt Im 

übrigen seien die Bedingungen wie in 8. 
Jetzt ist 

— cp :^ = r* : (r + x)^. 
Hieraus 




9 = 



—gr 



2 



d^x 



V' 



dv 



(r + x)^ dt^ dx' 



oder 



2vdv = — 



2gr^d x 



2 



Integriert, giebt 

r + x 

Im Anfangspunkte, wo x = Of habe 

der Körper die Anfangsgeschwindigkeit c; dann würde 

A = c^ — 2gr, 
also 

v* = c* —^ — 

r + x 

sein. Hier ist die Geschwindigkeit abhängig von der An- 
fangsgeschwindigkeit. Das Maximum der Höhe wird ein- 



treten für v = 0; dann wird x = 



c^r 



Für den Fall, 



2gr — c® 

dalis c^ gerade gleich 2^r, d. h. c = 11176 m. in der Se- 
kunde, wird x = oo. 

Es ist noch die Zeit t als Funktion des Raumes x zu 
bestimmen. 



-s=/«*- 



2grx 



dt ' r + x 

Um am einfachsten zu integrieren, substituieren wir 

fic^ — 2^r sin ^w) 



X 



2gr — c^ 
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I dann wird 

1 ,, — Agr^ cos^ udu 

! at = 



(2(7r — c2)f 

Hieraus folgt 

— 2gr^ 

t = -p — ^ (u + sin u cos u) + B; 

oder, wenn man für u den Wert aas der Substitutions 
gleichung einsetzt, 

t =B — 7 r-ä I arc sm 1/ — ^ — -^—z — - — 

V[^(r+a?) — 2 grx] [(2 grr — c«) (r+o;)] "] 

Für x = Oj soll ^ = sein; dann ist 

•^ =7 ^^ — KsT 1 arc sin 1/ h ^-7;^^ |- 

(2t7r-c2)lL '^ ^^^r 2gr J 

Aus dieser Gleichung für t würde sich für x eine trans- 
cendente Gleichung ergebe. 



B) Bewegung durch Einwirkung der Schwere 
in einem Widerstand leistenden Mittel. 

Bisher haben wir die Bewegung eines Körpers betrachtet 
der ohne Widerstand frei der Einwirkung der Schwere unter- 
liegt. In Wirklichkeit ist dies jedoch nicht so, weil Hin- 
dernisse verschiedener Art die Fallbewegung verändern. 

10. Herabsteigende Bewegung. Ein Körper soll 

im lufterfüllten Räume fallen, getrieben von der konstanten 
Schwerkraft. Der Widerstand sei dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit proportional. Dann hat man 

q) = g — Äi;^ 



L.. 
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T, dx ^ . dv dv 

Es war v==-Tr\ also auch v-z-=^^-] 

dt dx dt 

dv , ■» a dv 

folglich 

, vdv 

dx = --^• 

g — kv^ 

Hieraus wird 



'=-wA'-''¥k'^^' 



oder 

2kg \ g ] 
Letzte Gleichung ergiebt 

Um t zu finden, benutzt man 



also 



dx 

^~dt' 



(l) = f(-«-"i' 



od«' at^^Jc ^^ 



^(l_e-"»') 



oder 



dt ^ '" ^^ 



n- 



woraus 



t = l/k n dx 

^ 9 J vTirr^ 



11. Anfsteigende Bewegnng. In diesem Falle ist 
9 = — g — hv^] also auch 
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Hieraus 



(?^ = — 



dv 



Integriert, giebt, wenn man v^=A/ ^•w setzt, zunächst 



dt= — 



dw 



VgJc 1 + «^ 



2» 



und hieraus sofort 






, arc tan 

Vkg ^ 9 



|/-.t;+A 



Für ^ = 0, sei v=c\ dann ergiebt sich für die Kon- 



stante 



also wird 



A = arc tan 

-Vkg ' 9 



n-'-. 



t = ( arc tan l/ — # c — arc tan l/ — • t; | : 

-Via \ ^9 ^91 



oder 



oder in anderer Form 



|/|(c-.) 
^= arc tan — 



1 + — c^v 
9 



_ |/^(c-.|;) 

tan (yÄ;^.^) = — ^ 



1+ — • c»v 
9 

Für «; = erhalten wir die Zeit ^, nach welcher der 
Körper im höchsten Punkte anlangt: 



^ = 



m 



arc tan 



¥-A 
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oder 



tan (yÄ;^*0=|/--C- 



Es soll nun der Raum als Funktion der Zeit ausge- 
drückt werden. Aus 

l/|"(c-r) 
tan {Vkg • t) = ^ 



1 + — CV 

9 



folgt 



sin {^Izg • i) + sin (Vä^ • — ^^= ^^^ (V^* 1/ - • c 

— cos(y%»f) i/— V. 



Hieraus 



V 



sm 



(yA;^-0+cy- cos (yÄ;i/-0 



|/-(cos T/Äö^-0+c|/-sin (v^A^^-O 

Da nun v = ^jr ist, so folgt 

— sin {y'kg*i)'\-c \l — cos (VA^^O 
e?aj = — ^=: yL -t?^. 

|/-(cos yÄ^-0+c|/- sin (yikö'-O 
Um diese Gleichung zu integrieren, setze man den 



dch|/-.y, 



dy . 



Nenner des Bruches gleich 1/ — -y, so wird dx^=^^^-\ also 

1, 
x = -ly. 

Für y hierin den Wert substituiert, giebt 

a; = lnco3 (y^./)+cy- sin (y^*m+ C. 
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Für t = mag x = sein; dann wird (7=0; also 



X 



= i l (cos {yjcg • 0+ c j/- sin {Vkg . 0) • 



um den Raum, vom tiefsten bis znm höchsten Pnnkte, 
zn finden, benutzen wir die frühere Gleichung: 



Hieraus 



tan {Vkg* t)=y —•€. 

^ 9 



sin (yÄ;^.^) = 



V 



1 + -.C2 

9 



cos {yicg*i) = 



V 



1 + -C2 

9 



Diese Werte in die Formel für x eingesetzt, giebt 






V 



9 



y 



1 + -C2 

9 



oder 



a? 



-Ä'('+M- 



m. 
KTummlinige Bewegung eines freien Punktes. 

12. Wir gehen jetzt zn dem allgemeinen Fall über, 
dass der Punkt unter Einwirkung beliebiger Kräfte eine 
Bewegung annimmt, deren Geschwindigkeit und Richtung 
sich mit der Zeit und der Lage des Körpers verändern kann. 

Wir beziehen die verschiedenen Lagen des materiellen 
Punktes auf drei rechtwinklige Axen. Bezeichnen rc, y^ z 
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die Goordinaten des Fonktes für die der Zeit t entsprechende 
Lage, so ist die Bewegung vollkommen bestimmt, wenn es 
gelingt, drei Gleichungen zwischen x, y^ e^ t zu erhalten; 
denn man vermag dann fttr jeden Augenblick die Werte von 
Xy y, g und somit die Lage des Punktes anzugeben. Eli- 
miniert man dann aus den Gleichungen f, wodurch zwischen 
Xf y, z zwei Gleichungen erhalten werden, so sind dies die 
Gleichungen für die Bahnlinie des Punktes oder der Tra- 
jektorie. 

Ist die Bewegung bestimmt, so muss auch Alles, was 
sich darauf bezieht» bestimmt sein. 

Wir wollen nun die Formeln aufsuchen, vermöge welcher 
man Richtung und GröDse sowohl der Geschwindigkeit, als 
Kraft durch diejenigen Funktionen von t ausdrücken kann, 
welche Xy y, vorstellen. Dieselben können dazu dienen, 
diese Gröisen aus der Bewegung oder die Bewegung aus 
ihnen zu bestimmen. 

13. Geschwindigkeit. — Der Ausdruck für die Ge- 
schwindigkeit war 

ds 
dt 
wenn unter s der zurückgelegte Bogen verstanden wird. 
Unter der Richtung der Bewegung oder der Geschwindigkeit 
eines Punktes verstehen wir jene der Tangente an seine 
Bahnlinie. Trägt man auf dieser Tangente nach der Rich- 
tung der Geschwindigkeit eine ihr gleiche Länge ab und 
konstruiert ein Parallelopiped, dessen Diagonale sie ist und 
dessen Kanten mit den Axen gleich laufen, so heifsen diese 
Kanten die mit den Axen parallelen Komponenten der Ge- 
schwindigkeit; sie sind die Projektionen derselben auf die 
Axen. Im Allgemeinen versteht man unter der nach einer 
Richtung zerlegten oder geschätzten Geschwindigkeit ihre 
Projektion darauf. Sie ist die Geschwindigkeit, mit welcher 
sich die Projektion des Punktes auf dieser Richtung bewegt. 
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Ist V die Geschwindigkeit in einem beliebigen Punkte 
der Bahn, so werden ihre Komponenten ausgedrückt dnrch 

dx dy dz 

Weil nun v = ^- war, so stellen sich die Komponenten 

dt 

Vi, t?y, und Vz dar als 

dx dy dz 

Die resultierende Geschwindigkeit stellt sich demnach, 
durch Vxf Vy und Vz ausgedrückt, dar durch: 



-K(|)V (f )V (%) 



2 



Die Richtung der Linie, welche der materielle Punkt 
beschreibt, bildet mit den Axen der Xj y und z in dem 
Punkte, in dem sich derselbe am Ende der Zeit t befindet, 
Winkel, deren Cosinusse bezüglich sind 

dx^ 
d^ 

dy^ 

^ 

dz 



l/(f + (!)■+ (S) 



2 



14. Intensität und Richtung der Kraft. — Es 

ist nun die Aufgabe zu lösen, die Grö&e und Richtung der 
Geschwindigkeit, welche dem materiellen Punkte in der Zeit- 

Bieler, Leitfaden. II. 2 



I 

I • 



^ 
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einbeit am Ende der Zeit t erteilt wird, d. h. die auf den- 
selben wirkende Kraft zu bestimmen. Um diese Aufgabe 
zu lösen, muss man die Veränderung der Bewegung des 
Punktes in der unendlich kleinen Zeit dt untersuchen. Die 
in dem Augenblicke dt, welcher der Zeit folgt, hinzugekom- 
mene Geschwindigkeit muss nun, mit der bis dahin erlangten 
Geschwindigkeit ^{v^f + (f y)^ + (Vz)^ komponiert, die am Ende 
der Zeit t'\'dt erlangte Geschwindigkeit ergeben. Die Kom- 
ponierenden der während des Zeitelements dt neu hinzu- 
gekommenen Geschwindigkeit nach Richtung der Axen der 
X, y und sind nichts anderes, als eben die während dieses 
Zeitelements eintretenden Zunahmen der Geschwindigkeiten 
«;x, Vj und t?z, also dVj,, dvj und dVz» 

Daher sind 

e?t?x dVj dvz 
dt dt dt 

bezüglich die Komponierenden nach Richtung jeder Axe für 
die Geschwindigkeit, welche der materielle Punkt in der 
Zeiteinheit am Ende der Zeit t erlangt. Die Komponierenden 
sind 

^ dvjr d'^x 

W^'di^' 

^ dVj d^y 



Z= 



dt dt^ 
dv, d'^z 



dt dt^ 

Diese drei Gleichungen enthalten die Hauptbedingungen der 
Bewegung eines Punktes. ^ 

Der Wert der Geschwindigkeit* selbst wird also dar- 
gestellt durch 
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oder I /id^xY , Id^yY , (d'^zV 

Die Zeit ist hierbei die unabhängige Yariabele. 

Die Richtung dieser Geschwindigkeit ^bildet mit den 
Axen der x, y und z Winkel, deren Cosinusse bezüglich sind 

cos a = 






dt^ 
cos /S= 



vm^ m* m 



dH 

dt^ 
cos y = 



vm^ p'+ m 



^ 



15; Bezeichnet man mit m die Masse des materiellen 
Punktes, so ist die Gröfee_deiJBfi3yegung, welche dem Punkte 
in der Zeiteinheit erteilt wird, am Ende der Zeit t 



m 
oder 

m 






16. Von Nutzen ist noch folgende Bemerkung. Es ist 

^ dt dt^ [^dt^ dt^ dt)' 



^dx d^x dy d'^y , ^dz d^z c%l ^^^ • -^^y i r^^^ 

Tt'li^'^ dt'di^ 
oder 



^ ((f )*+(t)"+($)') 



Xdx + Ydy + Zdz ^ 



dt dt 

2^ 
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oder 

dv^ = 2 {Xdx + Yäy + Zdz). 
Sind nun X, Y, Z die partiellen Differentialqaotienten einer 
Funktion ¥ (a?,) y^ z)y so hat man weiter 

dv^=2dF{x,y, z); 
t?2== 2 F{x, y, z) + Const; 
und wenn man weifs, daiä der Punkt an der Stelle a, h, c 
die Geschwindigkeit w besitzt, so 

i;2-. t<?2= 2 -F(a:, y, ;8f) — 2 JF(a, &, c). 

A) Bewegung geworfener Körper. 

17. Die Bahn eines mit gegebener Geschwindigkeit nach 
beliebiger Richtung geworfenen Körpers, auf welchen zu- 
gleich nach unten die Schwerkraft wirkt, muils in der durch 
die anfängliche Richtung seiner Geschwindigkeit hindurch- 
gehenden Vertikalebene liegen. Daher genügt es, -die Be- 
wegung des materiellen Punktes auf eine in dieser Vertikal- 
ebene liegende, horizontale Coordinate x und auf eine ver- 
tikale Zy die von unten nach oben gerechnet werden möge, 
zu beziehen. 

c sei die Anfangsgeschwindigkeit; cp der durch die 
Richtung von c mit der ic-Axe gebildete "Winkel. Der Luft- 
widerstand werde unberücksichtigt gelassen. Dann sind die 
Gleichungen der Bewegung 

dt'^~^'' dt^~ ^' 

Daraus folgt unmittelbar 

dx dz . , 

-—■==(? cos cp; -rrr = csmcp — gt, 
dt ^ dt T ^ 

Die zweite Integration ergiebt 

ir=r^ccoscp; z = tcsm(^ — — ^^ 
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itaote brancbt man nicht hinzozofügen, weil man 
gspnnkt der Coordinateu in die Anfongslage des 
ineinlegea kann, 
ieschwindigkeit v nacti der Zeit t wird dann 



-!/( 



'dx\' , /deX" /-T — - — 



\älj \dt} 
>ie Gleichung der Wurfbahn erhält man, wenn 
man ans den beiden Gleichongen für x and e die Zeit l 
elimioiert, ala 



' 2c" cos* y 

Die Knrre ist eine Parabel; die Coordiiiaten ihres Scheitel- 

ponktes sind 

c* sin 2 <p , c* sin* <p 

x^= — ^ — ^; tind« = — = — i- 

Wenn die Wnrfllme durch einen bestimmten Pnnkt (^, t) 
bindnrch&hren soll, so wOrde die Anfangsgeschwindigkeit 
und die Richtung zn bestimmen sein. Es muJä dann sein 



Setzt man in dieser Gleichung einmal tanai^ — i-, das 
'^ cos cp 

andere Mal cos* tp ^= —-, s-, so erhält man die beiden 

' l-\- tan^f 

Gleichungen: 

' 'coscp ' 2c*C08*tp ' 

' = ' 2 c* 

aus diesen folgt 

.-1/ "P S- 

' Csin2(p — 2|co9*9 
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tancp = 
oder, wenn z:=0 ist, 



9^ . ' 



r Sin 2 cp ^ c^ 

Einer gegebenen Weite entsprechen immer zwei An-- 

fangsrichtungen. Die gröi^tmögliche Weite ^ das Maximum 

c sin 2 (0 
des Wertes von £ = ^ gehört dem Werte von 

g 

7t' 



B) Bewegung um ein festes Gentrum. 

19. Die Kurve zu finden, welche ein Punkt be- 
schreibt, der gegen ein festes Centrum dem Qua- 
drat der Entfernung umgekehrt proportional (nach 

dem Newton'schen Gesetze) angezogen wird. jcp=— l 



Fig. 3. 



s 











- 


P 


y 


r/^ 


y 


x- 


\ - 





d'^x h 



dt 



^=^.cos9; 



;S^ bezeichne das feste Cen- 
trum, P den angezogenen 
Punkt. Wir haben blos zwei 
Gleichungen zu betrachten, 
denn der materielle Punkt 
wird immer in ein und der- 
selben Ebene liegen, weil keine 
Kraft da ist, die ihn aus der 
X Ebene herausbringen könnte. 
Die Bewegung geht in der 
a;y- Ebene vor sich. Es ist 

d'^y h . 



dr 



.2 



sin9. 
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Jy 1/ 

Es ist nun cos 9 = —; sin 9 = —; 

r r 



folglich wird 



d'^x 



Tcx 



d^y 



ky 



dt^ r 

Es ist zu integrieren 

dt^ 



dt' 



X 



Icxy 



.3 



d'^x 



Icxy 



^ dt^ r» 



Durch Subtraktion folgt 



X 



dhj 



dt 



T-y 



d^x 
df^ 



= 0. 



Bieraus 



dy dx Anr 4.\ 



oder in Polarcoordinaten (a; = rcosc(); y==rsincp) 

f^d(^ 

■^ =A (ein unendlich kleiner Sektor). 



Hieraus 



dt = 



r^dtf 



Eingesetzt in die Gleichungen 



d 




Tcx 



d 



(S)_ 



dt 



r 



8' 



dt 



Tcy_^ 



giebt 



Ic cos cp^cp 
A ^ 



d 



fdy\ Äjsi 

[dtj- 



sin (fd(f 



Integriert, erhält man 

dx Ä;sincp , yd Jccos(f , ^ 

Diese Werte in die frühere Gleichung 
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dy dx . 
"dt-^dt^"^ 



substituiert und zugleich hierin a; = rcos9, y = rsincp ge- 
setzt, giebt 



k 

— r + r(C cos cp — 5 sin cp) == J., 



oder 



k 

-j + ^cos 9 — J5 sin 9 

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnitteg. Hier- 
durch wäre nachgewiesen, dass die Planeten, falls keine an- 
dere Kraft, als die Sonne nach dem Newton'schen Gesetze, 
auf sie wirkte, sich in Kegelschnitten bewegen. 

20. TJmkehmilg. Ein materieller Punkt be- 
schreibt eine Ellipse, deren Halbaxen a und h sind, 
durch die Wirkung einer Kraft, deren Richtung 
beständig durch einen Brennpunkt der Ellipse 
geht. Der Ausdruck für diese Kraft soll gefunden 
werden. 

Die Kraft soll eine Funktion der Entfernung r des 
Punktes vom Brennpunkte sein. cp=/(r). 
Es ist dann 

dt^ ^^'r' dt' '^'r 

Hieraus, wie früher 

d'p d^x ^ 

''W-^di^='^' 

und weiter 

xdy — ydx= Adt ; 

rH(jf = Adt; dt = ^^^^ 
Weiter ergiebt sich 



^ = x^ + jf* folgt rdr^3xtx + ydy; 

da:" + (iya = 2rf(ä {B — /"/[»■)(«»■) • 
den Wert dt = ^—^ eingesetzt, giobt 

dx = — r sin yrfiy + coa c|«Jr 
rfy = r cos qitfrp + sin ^ir ; 

M?^ + ÄrSj— Ub — 2Cf{r)dr\ rMcp^, 



i<p = 



r \/r^ Ub -^ 2 /"ftr) dr\ — A* 
lUDg ist mit der Folargleichung der Ellipse 



eren. Ans der letzteren folgt znnäcbst 



r 
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h^ — ar 

cosq)= : 

^ er 

differenziert, giebt 

b^dr 



— sin cp d(f = — 
Es ist 



er^ 



-.=K-(^-r= 



^b^ — arY bV — b^ + 2ar—r^ 

sm " ^ 



er 
folglich wird 

bdr 
rV — 52 + 2ar — r« 

Durch die Gleichsetzung der beiden Werte für dq) bekommen 
wir somit 

Ädr bdr 



y2Br^ — 2r2 ff{r)dr — J.' 



/•y — 6^ + 2ar — r^ 



Hieraus 



^2(_ 2,2 ^ 2ar — r^) = b^ i 2Br^ — 2r^ ff{r)dr — ^^ ) ^ 



oder 



A^f^ — l) = fc2/2P_-.2/'/(r)(?rj 



Differenziert in Beziehung auf die Variabele r, giebt 
hieraus also 

d. h. die anziehende Kraft ist umgekehrt proportional dem 
Quadrate der Entfernung. So wäre aus dem II. Keplerschen 
Gesetze das Newton'sche Gesetz abgeleitet 

21. Die Kurve zu finden, welche ein Punkt be- 
schreibt, der gegen ein festes Centrum dem Kubus 



er Eutferoang amgekehrt proportional angezogen 

'-. («=&)• 

Die allgemeine Form der Gleichung fUr die Kurve, wie 
sie in 20. gefunden worden ist, war 

Adr 

^'?^ . ■ • 

r y 2Sr* — 2»-« ff{r)dr — Ä^ 

Es wird hier 

also 

Adr 

ato^ ■ ■■ ..^ - 

rySSr^ + M — -i' 
1) Es sei /( — A'' = 0. 
Dann wird 

_ Adr 

und 

^ A_\^ 



Die Korve ist eine hyperbolische Spirale. - 

Es sei fi — A^<.0 = — h'*; 
dann wird 

Adr 



Snbstitnieren wir 

2Br'^ — h^^e\ 
EO folgt 

iBrär = 2ede, 
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und dr igdz 

und 

, Ädz 

d(f = 



also 



^« + Ä*' 



■ 



oder 



und 



Ä ^ IS 

Ä ^ V2Br^ — k^ 

cp = — arc tan 

^ k k 



k(f_y2Br^—k^ 
^^""Ä- k ' 



k 



7/2^. cos ^ 



Für den speciellen Fall, dafe Ä = k, wird die Kurve eine 
gerade Linie, welche durch den Anfangspunkt geht. 

3) Es sei f^^A^>0= + k\ 
Dann 



d(f = 



Substituiert man 



so wird 



und 



ry2Br^ + k^ 



- Ädz 

__Ä (e—k\ 

'^ 2k \z+k)' 



Hieraus folgt 
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r = 



2ke 



A 



C^-0 



V2B 



22. Wie müfste das Anziehungsgesetz lauten, 
wenn ein Planet sich in gerader Linie bewegte? 

Wenn 8 die Sonne vorstellt, und die kürzeste Entfer- 
nung dieser von der Bahn gleich a wäre, so wäre die Glei- 
chung der Bahn 

a 

Hieraus ist d(f abzuleiten. Dif- 
ferenziert, giebt zunächst 

adr . _ 
-^ = sin9^cp; 



Fig. 4. 



sincp = 
adr 



y^a _ ^2 




rVr^ — a2 
adr 



= d(f. 



d(f = 



Adr 



rVr^ 



a- 



aHr 



2 



ry2Br^^2r^ff{r)dr—Ä'^ ' 
Ä^-dr^ 



oder 



r V^— a^) r'^{2Br^ — 2r^ff{r)dr — A^) ' 

— 2a VA>) ^r = J.2 — 2a2-B. 
Durch Differentiation folgt 

f[r) = 0; 
d.h. die Anziehungskraft müDste gleich Null sein. 

23. Wie müfste das Anziehungsgesetz lauten, 
wenn die Bahn des Planeten ein Kreis wäre, die 
Sonne ;S^ aber nicht im Mittelpunkte, sondern etwas 
excentrisch {C8=^e) stände? 
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Fig. 5. 



Es ist für diesen Fall, wenn der Coordinatenurspmng 
in den Mittelpunkt fällt, 

a; = e + r cos cp; y = r sin cp. 
ic* + ^* = c® + 2er cos cp + r^ cos^cp 

+ rhm^(f = a\ 
wenn a der Radius des Kreises ist. 

Hieraas folgt als Gleichung für den 
Kreis 




cos 9 = 



a« — c« — r« 



2er 



Differenziert, giebt 



— (a* — e*)dr dr 
-sincpc?9= —, -; 

. , a« — e2 + y.2 
sin cpc^cp == ^^^ dr. 



. y4€ V« — (a« — e« — r 2)2 
Da sin9= -^^^ — , so ist 



<?(p = 



2er 

(«2 — 6* + r«)(?r 



r y 4eV2 — (a« — e« — r«)^ 
Wie früher ist zu identifizieren 

Adr (a« — e« + r2)c?r 



rV 2 J9r '^ — 2r YA»*) ^** — ^* ry4eV2 — (a« — e« — r 2)2 ' 
hieraus 4a2 J[2 « /.^ v , 

lind durch Differentiation folgt 

.. . 8a2^2^ 



(a2 — e2 + r2)8 
;Somit hätte jeder Planet sein besonderes Anziehungsgesetz. 



Bewegung eines Punktes anf einer Kurye. 

24. Allgetueiae Theorie. Auf einer starren Enrve, 
welche die Durchscimittslioie der Flächen 

1) F,{x,!,,B) = 
nnd 

ist, bewegt sich ein Punkt infolge von beliebig vielen 
Kräften, die parallel zn den Axen des rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems die Komponenten X, T, Z liefern, welche 
Funktionen von x, y, s sind. 

Die Bewegung beginnt zur Zeit Nnll mit der Anfangs- 
geschwindigkeit Vg in einem Pnnkte, dessen Coordinaten die 
Werte a, 6 nnd e haben. 

Es soll angegeben werden, anf welche Weise man die 
Coordinaten x,y,z des Punktes, ferner seine Geschwindigkeit 
V, endlich den anf die Bahn ansgettbten Druck und dessen 
Richtungswinkel gegen die drei Coordinatenaxen als Funk- 
tionen der Zeit t bestimmen kann. 

LDsung. Die Bewegung eines Punktes auf einer vor- 
geschriebenen festen Linie lälst sich auf eine freie Bewe- 
gung desselben zurtlckführen, wenn man den Widerstand, 
welchen die Linie leistet, durch eine Normalkraft H ersetzt 
Es gelten dann eben die für freie Bewegung bekannten 
Sätze und Gleichungen. W bilde mit den drei Coordinaten- 
axen die Winkel a, ß, y. Dann lauten die Differential- 
gleichungen der Bewegung: 

3) ^ = X-f Jfcosß, . 

6) ^ = Z + »-coi^ 
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Werden ferner die Winkel, welche die Tangente im 
Punkte xyz mit den drei Axen bildet, durch y, xp, x ^®" 
zeichnet, so hat man noch 

COS0COS9 + co8ßcos\fj + cosycos;^ = 0, 
oder 

6) cos a — + COS /9 T^ + cos y — = 0, 

ÜS U/S CvS 

wobei d$ das Bogenelement 

Endlich ist 

7) cos^of + cos^/? + cos^y = 1. 

Zwischen den acht Gröfeen x, y, ^, a, ß, y, N und t be- 
stehen also sieben Gleichungen. Mittelst derselben können 
die Coordinaten x, y, 0, die Geschwindigkeit Vj der Druck 
auf die Bahn und seine Richtungswinkel als Funktionen der 
Zeit bestimmt werden. 

Zunächst ergiebt sich aus 3), 4) und 5) 

d'^r d^u d^z 

hieraas, wenn man beachtet 

die Gleichung 

9) vdv = Xäx + Ydy + Zdz. 

Da nun X, F, Z von a?, y, z abhängen, x und y aber 

sich mittelst 1) und 2) als Funktionen von z darstellen lassen, 

so erhält man hieraus 

vdv^=^F^{z)dz^ 
und endlich 

10) i; = JP^(;ef) + Konst., 

wobei die Eonstante sich aus der Bedingung ergiebt, dafs 

V gleich Vq sein mußi, wenn z den Wert c hat. 

Da nun ferner 

ds _ Vdx^ + dy^ + dz^ 
dt ~ dt 



V 
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ist, X und y aber ansdrttckbax sind durch e, so giebt dies, 
verbunden mit 10), eine Gleichung von der Form 

11) z = FS\ 
Hat man aber z als Funktion der Zeit, so hat man [nach 
1) und 2)] auch a? und y als solche ; desgleichen [nach (10)] 
die Geschwindigkeit v. 

Der von der Bahn auszuhaltende Druck endlich ist 
gleich dem Widerstände N. Dieser aber folgt aus 3) bis 5) 
unter Beachtung von 7): 



12) N= 



±v(^--r+(g^-^r+(&- 



Auch liefern 3), 4) und 5) die Richtungswinkel des Druckes, 
nämlich 



IS)) 



cosa = 



df 



N 



cos/? = 



d^ 
dt^ 



— T 



N 



cosy = 



d^ 
dt^ 



N 



Da man nun, nach dem Vorhergehenden, a?, ^, Zy X, F, Z 
durch t ausdrücken kann, so sind hiermit auch N, a, ß 
und y als Punktionen der Zeit bestimmt. 

25. Es soll ein materieller Punkt betrachtet* werden, 
der unter der Einwirkung der Schwere auf einer beliebigen 
Terttkalen Plankurve eine gewisse Höhe herabfällt. Der 
Punkt falle auf der Kurve AG von E nach G. {OF=h; 
OH=y.) (Siehe Fig. 6.) Die positiven y sollen auf der 
vertikalen y-Axe von oben nach unten gezählt werden; mit 
s werde der Bogen, von der ^-Axe aus gerechnet, bezeichnet 

Bieler, Leitfaden. II. 3 
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:x> 



und mit g die Beschleunigung der Schwere, welche in der 
Richtung der positiven y wirkt. 

Fig. 6. Da X=Z=0, Y=g 

in diesem Falle ist, so geht 
9) in 24. über in 

vdv==gdy. 
Sei nun in dem Augenblicke, 
in welchem y den Wert h hat, 
die Geschwindigkeit Null, so 

folgt, da 







1) dt = 



und 
ds 



y2^y— Ä) 

Bezeichnet aber c den Wert der Geschwindigkeit in dem 
Augenblicke, in welchem y den Wert h hat, so ist offenbar 



und 



(^)'-c« = 2,(,-Ä); 



2) dt = 



ds 



Diese Formeln 1) und 2) sind anzuwenden, wenn der 
Bogen EG in der Eichtung der positiven y durchlaufen 
wird, und wenn die Schwerkraft auch in der Richtung der 
positive* y wirkt. 

Dagegen mulä man den Differentialen dt und ds ver- 
schiedene Vorzeichen geben und das Vorzeichen von g än- 
dern, wenn die positive y-Axe nach oben gezogen wird. Für 
diesen Fall gehen die Formeln 1) und 2) über bezüglich in 

3)dt = , ^' _ ; 
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4) e?^ = — 



ds 



26. Bewegung auf einem yertikalen Kreise. 

Der Radius des Kreises sei l\ der Goordinatenarsprung 

falle in den Kreismittelpunkt. Der Punkt soll nur der 

Schwerkraft g unterliegen. 

Es ist hier X=Z=0\ 

Y=-g\ 

nach 24, 9 wird dann 



v^ = '-2fgdy\ 



oder 



V 



C—2gy. 



Im untersten Punkte A der 
Bahn ( — y = l} soll v gleich 
'0 sein; dann wird 

v^ = c^^2g{y + l), 
oder 

ds^ _ dx^ + dy^ 

dt^ ~ dt^ 

= c^^2g(y + l). 
Aus der Gleichung des Kreises 

X^ + yi = p 

iolgt 




mithin 



also 



dx^ 




ds* 


dy* P 


dt^ 


dt* l* y*' 


P 


_ /»2 Ort f^A 



df 



oder 



dt = 



Idy 



V[c^-2g{y + l)]{l^^y^)' 



-JT 






t = l I 

v') 

Ss sind »nn 3 Fillle hier zu unterscheiden: 
> 
c^ = 4gl. 
< 



c J yi _ *a sinS(p ' 



!. Ist ö'' = 45i, d. h. ^^ = 1, (ft« = l), 

'd hei derselben Substitution 

t = — f ^'^ 

" / ■/! — sin'ip 

cJ cos ff 

t= ^l ^ + si"? , 

c _ 1 — sin (p 



istituiere man 

2^1^ + 1) = 
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and 



c* sin^cp - 
c« sin 9) cos(p e?cp 



Hierdurch geht die Formel für t über in 
>^» c« sincp cos(p (fcp 

~^,V(c.-...i..,)(.,-«-lfi)=-!fi 



oder 



r ^J 1/1— Ä2sin29 



oder 



Die Geschwindigkeit t; wird Null werden für — v = Z — — . 

^9 

Es sei dies im Punkte B der Fall. Im untersten Punkte 
A der Bahn ( — y = Z) ist v gleich c. Führen wir den 

A 

Winkel B OA = a ein, so wird für den Punkt B: — y = lcosa 

sein; 

Also 



oder 



2cosa 


— ?- 


c« 
2^' 


4:gl sin« - = 


= c«, 




sin« 2 = 


=k\ 



ec heüjst der Ausschlagswinkel. 

Soll man die Zeit T berechnen, die der Punkt, um 
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von B nach Ä zu gelangen, d. i. die Zeit für eine halbe 
Schwingung, so folgt zunächst aas der Substitutionsgleichnng 

für Punkt Ä{ — ^ = Z):sincp = 0; also cp = 0; 

7t 

für Punkt B{ — ^ = Zcosa):sincp = l; also (f = — - 
Folglich wird 



VjIv^ 



Vi — Ä;2 sin^cp 
* 



oder 



-i/f?('+(ir-'Mi7 



a 



Ist nun der Winkel a sehr klein, so darf man sin— = — 

setzen und darf ferner das Quadrat der sehr kleinen Gröib» 

und eben recht die übrigen Glieder der Reihe yemach* 

lässigen. 

Es wird dann 



2 f g 



Der materielle Punkt gebraucht, um sich von A aus nach 
C zu derselben Höhe, die er in J5 hatte, zu erheben, offen« 
bar dieselbe Zeit, welche er gebrauchte, um von B nach Ä 
herabzusteigen. Die Dauer einer Schwingung, d. h. die Zeit^ 
welche der materielle Punkt gebraucht, um den Bogen BÄC 
zu durchlaufen, ist das Doppelte dieses Wertes von T; also- 



^ 9 



Folglich ist die Dauer kleiner Kreisschwingungen eines ma- 
teriellen Punktes unabhängig von der Weite dieser Schwin- 
gungen: wegen dieser Eigenschaft nennt man die Oscilla- 
tionen isochron. (Einfaches oder mathematisches 
Pendel; EreispendeL) 
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27. Ein Punkt bewege sich aaf einem Kreise 
mit konstanter Geschwindigkeit Wie grofs mufs 
die normal wirkende Kraft sein, um den Punkt in 
seiner Bewegung auf dem Kreise zu erhalten? 

Es bezeichne N die normal wirkende Kraft, welche in 
der Ebene des Kreises wirkt. Sie ist entweder nach dem 
Mittelpunkte hin, oder von dem Mittelpunkte aus gegen die 
Peripherie des Kreises gerichtet. (Centripetal- oder Centri- 
fugalkraft). Da keine beschleunigenden Kräfte wirken, so ist 

x=r=o. 

Nach 24. ist sodann 



d^ 
dt^ 



= ^cosa, 



==Ncosß; 



es ist 



also 



cosa=— ; cos/J = ~; 
r ^ r 



^^''=N^; ^ = N^> 



di^ r ' dt^ r 

Durch Differentiation folgt aus der Gleichung des Kreises 
a?2 4-y« = r2, (wenn r der Radius ist), 



und weiter 



oder 



dx dy 

^dt^ '^^dt^ "^ dt^ "^ dt^~^' 
d^x . d^ , ^ 



r r 

oder „ , v^ 

T 



V 
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28. Bew^ung auf der Cycloide. BAD' sei eine 
Cycloide, deren Basis DB* horizontal ist; ferner sei A. 
der tiefste pig. 8. 




Punkt der Kurve und AB der Durchmesser des erzeugenden 
Kreises gleich 2a. Der Punkt soll längs der Kurve von 
M nach m fallen in der Zeit t Es sei AE=^h\ AF=y. 
Die Differentialgleichung der Cycloide ist, wenn man die 
Tangente im Scheitel zur Axe der x und die Senkrechte 
auf die Basis zur Axe der y nimmt: 

y 2a — p' 



dx 



Da ds 



= dxy 



1 + 



dy^ 
dx 



2 



ist, so folgt 



ds 



oder 



l/2a 
ds = dy\/ 

^ y 



V 



2a — y 



In diesem Falle ist die Formel 3) in 25. zur Bestim- 
mung der Zeit t anzuwenden: 

ds 



dt = '- 



V2g{h — y)' 



— 41 — 



vor ausgesetzt, dass die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null 
ist. Wenn man hier für ds den Wert einsetzt, so erhält man 



dt 



-Vf 



dy 



9 Vhy^y^ 



Die Integration ergiebt 



t 



^ 9 



arc cos 



2y — Ä 



als Ansdrnck für die Zeit, welche der materielle Punkt ge- 
braucht, nm von M bis m zu fallen. 

Der Ausdruck ftlr die Zeit T, welche der materielle 
Punkt gebraucht, um von M nach A zu gelangen, ist also 



r=,i/i. 



Die Zeit, welche ein materieller Punkt gebraucht, um 
auf einem Cycloidenbogen bis zum tiefsten Punkt herabzu- 
steigen, ist demnach unabhängig von der Länge dieses Bogens. 
Diese Eigenschaft, welche den Kurven, denen sie zukommt, 
den Namen Tautochronen verleiht, gehört nur der Cycloide 
und den Kurven doppelter Krümmung an, welche man bildet, 
wenn man die die Cycloide enthaltende Ebene um einen 
vertikalen Cylinder von beliebiger Grundfläche herumlegt. 
Der Körper, der in A angelangt ist, steigt bis zur Höhe A, 
wo in M* seine Geschwindigkeit Null wird, in derselben 
Zeit empor, die er zum Herabsteigen gebraucht hat; und 
die Schwingungsdauer beträgt also: 

Nun ist der Krümmungshalbmesser im tiefsten Punkt der 
Cycloide 4a. Folglich dauert eine Schwingung auf dieser 
Kurve für jede Amplitude ebenso lange, wie auf dem Krüm- 
mungskreis ihres tiefsten Punktes bei unendlich kleinen 
Amplituden. (CykloidenpendeL) 
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29. Bewegung auf der Kurve: 9py^ = (ac— 3p)* x. — 

1. Die Axe der Kurve sei vertikal aufwärts gerichtet 
sei der Coordinateuorsprang und OA die positive a;-Axe. 



Fig. 9. 




und 



Mithin ist 



Es sei OF=h, und OH=x. Es 
bezeichne s den Bogen, in der Rich- 
tung der positiven x gezählt. Der 
materielle Punkt falle auf der 
Kurve von E nach G in der Zeit t^ 
welche bestimmt werden soll 

a. Die Anfangsgeschwin- 
digkeit sei gleich NnlL 
Nach 25, 3), ist 

ds 



y2g^dt = — 



Vh—x 

Aus 9py^ = {x — Sp)^x folgt 
X — p 



dy 
dx 



d8= — :=£rdx. 



2ypx 



2Vpx 



2V2g^dt = 



x+p 



Vpxih — x) 



dx; 



und 



oder 



2Y2gp 



x+p 



J yxih — x) 



J yxih^x) J yxih — x) 



r dx 

Vx(h-x) ' 



yx (h — X) 



/x (h — X) 



-Vxlh — a;) + — arc sin 



2x~k 



h . 2x~h 



Va; (A — ■J^) + "S" WC cos - 



y^(Ä^r^ '■^'■' ■^" 2™ h 



M„-„„.-2y^(A-^) 



bezeictme % die Zeit, welche vergeht, bis der Punkt 
angelajigt ist. Es ist dann 

Ist h^ip und Tj die Zeit, welche ein Eörper braucht, 
frei dnrch die Höhe 4p zu fallen, so ergiebt sich 



1. die Fallzeit längs der Earve ist ungefähr 1'/» 
aebrt. 
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b) Die Anfangsgeschwindigkeit sei gleich c. 
Nach 25, 4) ist 



Vc^ + 2g(h — x) 
Wie bei a) folgt leicht 

x+p 



dt = ^ 



2Vax yc^+2g(h — x) 



dx; 



und 



X 



J Vx 

h 



x+p 



oder 



Vp.t=P f- 



Vx[c^+2g(h — x)] 



o^)X'-'2qx^ Jt 



dXf 



xdx 



j 



V{2gh J- c«) a? — 2gx^ ' J V{2gh+c^)X''2gx^ 

* X 

Es ist nun 
dx 



V(2gh + c^)x^ 2gx^ y2g 



1 . 2g(2X'-'h)'-'C^ 

= arc sm — 



2gh + c^ 



and 

h 

I 



dx 



( arc sm 



2 



l/(2^Ä + c«) a; — 2gx'^ V2g \ 2gh + c^ 



. 2ö(2a; — Ä) — 
— arc sm — 



2gh + c^ p 



ferner 



/ 



xdx 



V{2gh + c^)x — 2gx^ 



V(2gh + c> — 2gx^ 



^g 



+ 



2gh + c^ 



9 J 



dx 



^9 J V{2gh + c«) a; — 2gx^ ' 



xix y(2gA + c^ 3! — 2gx^ — e Vfo 

+ -7^^ — ;=^ ( B'^e S1D „ . , a 
4?y2p \ 2ffh + c^ 

. 2g(2x — h)—e^\ 
2gh + c* / 
a ist 
y{2gk + c^)x — 2ffx^—cVk 



. 2g(2a: — /t) — c^\ 



23Ä + c* / 

^,,,,,= yr, 

^]a.Ksin-ß^%J{29h-e')V{2gh^^]^2g^^ 
-.g j (2j/i+CTL 

— c[2<?(2a! — ft) — c'lVÄj- 

■ dieselbe Bedeutong wie bei a), so folgt 

2ffA+c«\ . 2cV2gh 

—f-—l 1 arf ein — » 



«KS-(^ 



2gh-\ 



2,+ ^^— jarcsia 

1 = 4;) und = 21/? ergiebt sich 

- = 1,22.., 

Fallzeit längs der Kurve ist nuch hier uogefiihr 
ermehrf. 



r 
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2. Die Aze der Kurve sei vertikal abwärts gerichtet. 

Es stelle 06rJ. die Kurve in dieser Gestalt dar. sei der 

Fig. 10. Coordinatenursprung und OA. 

die positive x-Axe. Es sei 
OF=hy und OH=x. Es be- 
zeichne s den Bogen, in der 
Richtung der positiven x gezählt. 
Der materielle Punkt falle auf 
der Kurve von E nach Cr in der 
Zeit f, welche man sucht. 

a) Die Anfangsgeschwindig- 
keit sei gleich Null. 

Nach 25, 1) ist 
Wie bei 1, a) folgt 




X 



x+p 



V2gp.t=f-=^Zi^dx, 
J Vxix-^h) 



oder 



J Vxix — h) JVx(X'^h) 



yx(x — h) JVx(x^h) 



Es ist 



und 



f-==J^===r-=l{2x — h+2Vx{x^^). 

J yx(x — Ä) ' 



n dx 

J yx{x — h) 



=p*l 



2x^h + 2Vx{x-^h) 



r 
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ferner 

xdx 



J yx {x — Ä) ^ 



und 



X 



/xax 
Vx{x — h) 



^=^=y^{^^)+| ?^iiiA±|i^£EEl 



Mithin ist 



2y2gp-t = Vx{x-'h) +li'+ 2)^ 1 ^ ' 

Fällt der materielle Punkt vom Kulminationspunkte in Be- 
zug auf die rc-Axe auf der Kurve die Höhe 4^? herah, d. h. 
ist h=p, und x = 6p, und ist t die hierhei verstreichende 
Zeit, so ist 

2}/2^ . T = UVb + ^Hg + 4:Vb)\p. 
In diesem Falle ergiebt sich 

— = 1,09; 

also die Fallzeit längs der Kurve ist ganz wenig vermehrt. 

b) Die Anfangsgeschwindigkeit sei gleich c. 
Nach 25, 2) ist 

ät= ^' 



Ye^ + 2g{x — h) 
Man erhält leicht 

X 



h 
oder 



dx , p xdx 






y{c^-2gh)x+2gx^ J y{c^-2gh)x+2gx^ 

h h 



L 



n 



V^ 



- 48 •- 
Es ist 

J y(c2 — 2gh} X'— 2gx^ ~ 
L-l U — 2gh + 4tgx + 2 V2g[{c^ - 2gh)x + 2gxA; 



dx 



P 



I 



dx 



•/(cja JL 2gh) x — 2gx^ 



p j C^^2gh + ^gx + 2V2gl{c^'-2gh)x + 2gx^'\ 

^ {c+V2^y ' 



I 



xdx V(c^ — 2gh) x + Igx^ 



y(c* — 2gh) X — "Igx^ ^9 



- ^' y /(c^ —2gh + 4=gx + 2 V2gl{c^—2gh)x + 2gx^]); 
igV2g ^ ' 



X 



J V(c^ — 



xdx y(c« — 2gh) x + 2gx* — cVh 



y(c^ _ 2gh) X + 2gx* 2g 



_ c^ — 2gh j c^—2gh + 4:gx+ 2V2g[ic^—2gh)x+2gx^'] 
igV2g (c + V2^if ^ 

Folglich wird nnti 



gy- f ^ V(c^ — 2gh) X + 2pa;« - c l/fe 



+ 



/_^p c^—2gh\ j c'^-2gh-\^x+2V2g{{c^-2gh)x+2gx ^'] 

\]/2^ 4gV2^) ic+V2gh)^ ~' 



y2g 



,( _ c^— 2gM , c" — 2^& + 4ga; + 2V2g [ ( c^— 2(yA) a;+ 2gx*] 

T 4^ ; (c+y27Är 
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Für den Fall, dass h=p, x = 5p, c==SVp ist und 
T dieselbe Bedentang wie in a) hat, ergiebt sich 

- = 1, 12, 

d. h. die Fallzeit längs der Kurve ist auch hier nur sehr 
wenig vermehrt. 

30. Bewegung anf einer Schraubenlinie. — Unter 

der alleinigen Wirkung der Schwere rollt auf einer Schrauben- 
linie, deren Axe senkrecht steht, ein Punkt herab. Die. 
Bewegung beginne mit der Anfangsgeschwindigkeit Ä. Der 
Steigungswinkel der Schraubenlinie sei a, der Halbmesser 
derselben gleich a, Sie werde auf ein rechtwinkliges Coordi- 
natensystem bezogen, dessen jer-Axe vertikal nach unten ge- 
richtet ist, und von dessen ^-Axe aus die Bewegung erfolgt. 
Wenn man noch mit b den Ausdruck a tan a (den Para- 
meter der Schraubenlinie) bezeichnet, so lauten die Gleichungen 
der Linie bekanntlich: 

a; = acoscp; y = asincp; z = bg>. 

Es war nach 24, 9) 

vdv = Xdx + Ydi/ + Zdz, 

Im vorliegenden Fall ist 

X=r=0; Z=g; 
also 

vdv^=^§dz, 
und 

t?a = 2^if + Konst. 

Da v=^A für z=^0 sein soll, so wird 

Konst.= -4.; 
mithin 

v'^ = 2gz + A. 
Es ist 
„2 ^ ds^ _ dx^ -H dtß + d z^ ^ (a^ 4- h^) d(f^ ^ 
dt^~ dt^ ~ dt^ ' 

Bieler, Leitfaden. II. 4 
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folglich 

•i jfT-^ = 2 gb<f +Ä. 

Setzen wir 



V2gb(f+A = u, 



so wird 



Va^ + h^ • du 

dt == r 

9^ 



und 



Va^ + b^ 



t =- — — — '^2gho+A + B (yfo B eine Konstante), 
gb 



oder 



Va^ + b^. 



t='-^^-i—y2gz+A + B\ 
90 



d. h. die Fallzeit ist dem Quadrate der Zeit proportional. 



V. 

Bewegung eines Punktes auf einer Fläche. 

31. Allgemeine Theorie. — Die Gleichung der 
Fläche sei F (o?, ^, 0) = O. Um den Punkt als freien an- 
sehen zu können, denke man sich den Widerstand, welchen 
die Fläche leistet, durch eine Kraft N ersetzt, die in der 
Richtung der Normalen wirkt; letztere bilde mit den Coordi- 
natenaxen die Winkel a, ß, y. Die Totalkomponenten der 
äulseren beschleunigenden Kräfte seien X, F, Z. Dann 
lauten die Differentialgleichungen der Bewegung: 

d^x 



r 



"^= Y+N cos ß; 

-^ = Z+Ncosy. 





vm^ 


(?)• 


-(ST 


003,5 




5F 




vm- 


m 


-(ST 






3F 
3g 






y©'- 


(f) 


-(^^' 


Setzt maa 


zur AbkUrzang 








Ä' 




_;j 



)/(£)'+(?)•+ (i 






Um il zu eliminieren, multipliziere r 



— 52 — 

1), 2) und 3) beziehungsweise mit 2 dx^ 2 dy und 2 t^-sr, und 
addiere. Man erhält dann unter Beachtung von 

SF SF SF 

dF{x, y, £)==—dx + —dy+—dz^O, 

und 

die Gleichung 

4) i?2 = 2 f{Xdx + rc?2/ + Ze?;?) + Konst. 
Die Eonstante bestimmt sich aus irgend einem als gegeben 
vorliegenden Bewegungsznstande (gewöhnlich dem anfäng- 
lichen). 

Um die Coordinaten x, y^ g durch t ausdrücken zu 
können, braucht man drei Gleichungen, in denen nur diese 
vier Veränderlichen vorkommen. Eine dieser Gleichungen 
ist die der Fläche; die beiden anderen lassen sich aus 1), 
2) und 3) herleiten, indem man N eliminiert. 

Wenn a;, y, z als Funktionen von t bestimmt sind, so 
ergeben sich durch Wegschaffung von t Gleichungen zwi- 
schen ^ und y, X und z, y und z\ dies sind die Projektionen 
der Bahn. 

Endlich kann eine der Gleichungen 1), 2), 3), oder eine 
Verbindung derselben dazu dienen, die Normalkraft N zu 
finden. Hiermit hat man dann auch den senkrechten Druck, 
welchen die Fläche erleidet, denn er ist N gleich, nur ent- 
gegengesetzt gerichtet. 

32. Bewegung auf einem Ereiscylinder. — Ein 

schwerer Punkt bewege sich auf einem Ereiscylinder mit 
der Geschwindigkeit c, und es sollen auf denselben keine be- 
schleunigenden Kräfte wirken. Man soll die Bahn bestimmen. 

Die Gleichung des Cylinders sei a?^ + y^ = a^. Die 
Differentialgleichungen der Bewegung lauten in diesem Falle: 



also 
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ä^_ dF 
dt'' ~ dx'' 

dt^~ dy' 

— — -k — 

dt''~ ~äz' 

Es wird hier 

SF ^ dF ' &F ^ 
— - = 2a?; -— Ä=2^; — -==0: 
Sx dy ^' dz 

d^x 



dt^ 

dt^ 

d^z 
dt'' 



a AXl 



= 2ly; 



= 0. 



Es folgt sofort 



z = a't + 6. 



Setzt man nun 

a? = acos9; ^ = asincp, 



so wird 



^_ dx^ + dy^ + dz^ _ a^d(f^ + am ^ __ ^ 
^ ~ dt^ ~ dt^ ~^ ' 



oder 



cp = 1+ C. 



Es möge die Bewegung beginnen bei Ä; = a, y = 0, 

jßr = 0; dann wird 

C=0. 
Setzen wir 

= ^, 

a 
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dann wird 

(f = Jct; 
folglich 

x = acosM; tf = a8ia7ct; ß = aH. 

Dies sind die drei Gleichungen der Kurve. Es folgt 
noch 

— = #: also auch -- = U\ 
und da tan U = — ist, so ist 

X 






tan 

Die Kurve ist eine Schraubenlinie. 

33. Bewegung auf der Engel. — Die Gleichung 
der Kugel sei: 

1) aj2 + y2 + ^2^^2 

Die positive jer-Axe sei nach unten gezogen, und die Schwere 
sei die einzige wirkende Kraft. Dann ist 

X=0; r=0; Z=g\ 

^ SF ^ SF ^ SF ^ 

— =:2x\ — = 2v\ — = 2£f: 
Sx ' dy ^^' dz ' 

und die Gleichungen der Bewegung werden: 

ä'^x 



-i 



dt'' 



= 2Xx; 



= 2ly; 



=g + 2lz, 



dt^ 
Eliminiert man X aus den beiden ersten Gleichungen^ 



so erhält man 



d^x d^y_r, 
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also 

y-^ — x-^ = Ah^o A eine Konstante); 
dt dt 

oder 

2) ydx — xdy = Adt. 

Es ist 

. t;2 = 2f{Xdx + Ydy + Zdz)\ 

hier • 

v^ = 2gz + c (wo c eine Konstante), 

oder 

dx^ + dy^ + dz^ 

df^ 



3) '—h^ = 29Z + c. 



Die Gleichungen 1), 2) und 3) reichen hin, um Xy y, 
z als Funktion von t auszudrücken. 

Wir erhalten zunächst, indem wir die Kugelgleichung 
differenziieren: 

4) xdx'\'ydy^= — zdz\ 

das Addieren der Quadrate von 2) und 4) giebt: 

{x^ + y^) {dx^ + dy'^) = A'^dt^ + zHz\ 
oder 

Aus der Kugelgleichung folgt: 

also wird 

dx^ + dy^= ^:^— ^^ 

In Verbindung mit 3) erhält man 



A m^ + zM z^ 
r^ — x- 



(2^^ + c) dt^ = ^^^^^-^ - + dz^; 
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oder 

Dabei bezieht sich das Zeichen — auf den Fall, wo 
das Bewegliche steigt, und das Zeichen + auf den, wo es 
fällt. 

Die Integration führt auf ein elliptisches Integral. 



Bewegung von Systemen materieller 

Punkte. 

VI. 

Prinzip von d'Alembert. 

34. Es sollen Verbindungen zwischen den Punkten des 
Systems bestehen, und diese Verbindungen seien ausgedrückt 
durch h Gleichungen: 

i = 0, lf=0, JV=0, , 

denen die Zeit und die Coordinaten der Punkte, auf welche 
Kräfte wirken, in jedem Augenblicke zu genügen haben. 
Bezeichnet n die Anzahl der materiellen Punkte, so hat man 
zwischen ihren 3» Coordinaten und der Zeit noch 3n — Je 
Gleichungen zu finden. Hat man dies erreicht, so vermag 
man für jeden Augenblick die Lagen sämtlicher Punkte, 
folglich auch alle Umstände der Bewegung anzugeben. Die 
fehlenden 3n — h Gleichungen werden mit Hülfe des 
d'Alembert'schen Prinzips erhalten. 

35. Dieses Prinzip führt die Bestimmung der Bewe- 
gung irgend eines Systems auf die Betrachtung des Gleich- 
gewichts zurück. 

Kräfte, welche auf Punkte wirken, die gewissen Ver- 
bindungen unterworfen, bringen im allgemeinen nicht die- 
selben Bewegungen hervor, wie wenn die Punkte getrennt 
und frei wären. Betrachten wir eine der von aussen auf 
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das System wirkenden Kräfte , so kann man diese in zwei 
andere Kräfte zerlegen, deren eine diesem Punkte die Be» 
wegung, welche er wirklich annimmt, erteilen würde, wenn 
er frei wäre; offenbar veranlagt diese erste Komponente (die 
bewahrte Kraft des materiellen Punktes) allein die Bewe- 
gung des Punktes, und die zweite Komponente (die verlorene 
Kraft des materiellen Punktes) wird durch die zwischen den 
Teilen des Systems eintretenden inneren Kräfte aufgehoben. 
Folglich wird dem System eine solche Bewegung 
erteilt, dafs die^'verlorenen Kräfte sich gegenseitig 
aufheben oder kraft der Verbindung der mate- 
riellen Punkte unter einander sich beständig das 
Gleichgewicht halten. Dies ist d'Alemberts Prinzip. 

36. Haben wir die Bedingungen eines Systems von 
Punkten , auf welche Kräfte wirken, durch ELräfte ersetzt, 
von denen wir wissen, dalB sie sich das Gleichgewicht halten» 
so ist damit die bedingte Bewegung umgewandelt in eine 
freie, und die Untersuchung beschränkt sich also wesentlich 
darauf, die Kräfte zu finden, die sich das Gleichgewicht 
halten. 

Wir bezeichnen 

durch m, m*, die Massen der einzelnen materiellen 

Punkte; 

durch Xy y, e; x\ p', /:'; die drei rechtwinkligen Co- 

ordinaten der Punkte am Ende der Zeit f; 

durch Z, r, Z; X', T, Z'; die Komponenten der 

auf die materiellen Punkte wirkenden Kräfte; 

durch P, Q, B; P*, Q\ E'; die Komponenten der 

Kräfte, welche die Bedingungsgleichungen ersetzen. 

Dann gelten für die Bewegung der einzelnen Punkte 
im System bez. die Gleichungen: 
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Im Ganzen haben \vir also 3n solcher Gleichungen. 
Aus diesen Gleichungen erhält man nun die Kräfte, welche 
die Bedingungen des Systems ersetzen, und welche zusammen 
sich das Gleichgewicht halten müssen; nämlich 

37. Es handelt sich nun darum, aus dem Prinzip von 
d'Alembert im Verein mit dem Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten die Differentialgleichungen der Bewegung 
eines Systems herzuleiten. Die virtuellen Momente drücken 
sich aus durch 

Jl • OOC , Jl • 03C y • • • • 

Q.8y\ Q*'8y') .... 

R,6z] B'.dz'; .... 

Ist das System im Gleichgewicht, so ist die Summe der 
virtuellen Momente gleich Null; also 

= 0. 

Hier bezeichnen dx, dy, dz die Komponenten irgend einer 
unendlich kleinen Verrückung, welche man dem Punkt (a;, 
y, z) in einem beliebigen Augenblicke der Bewegung erteilen 
kann, ohne dadurch die Bedingungen zu verletzen, denen 
das System gerade in dem betrachteten Augenblicke unter- 



L 
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liegt. Die Summe 2 erstreckt sich Aber alle materiellen 
Punkte des Systems, nnd fOr X, T, Z sind Nallen zn setzen 
bei jenen Punkten, aaf welche keine ätüsere Kraft wirkt. 

Darch totale Differentiation der 3n — A; Bedingnngs- 
gleichnngen in 34. erhält man: 

—dx + —dy + -^dz + —dx'+ =0; 



dx* 



2) 



'^^^ + f^^+f^^+'^^^' + =0; 



Sx 



Sx' 



Multipliziert man diese letzteren Gleichnngen mit nn- 

T)estiinmten Faktoren A, ^u, v, , addiert sie darauf zu 

1) hinzu und setzt dann die Coefficienten aller Variationen 
der Null gleich, so erhält man: 



m 



d^x 
d^y 



-+^S+'-f+'f+ 






in 



m* 



df^' 

d^ 
dt^ 






ax' 



ax' 



= 0; 



= 0; 



= 0; 



= 0; 



Eliminiert man nun die k unbestimmten Multiplikatoren ^ 
/i, y, ...., so ergeben sich 3n — k Differentialgleichungen 

der zweiten Ordnung zwischen x, p, /s, x\ und der 

Zeit t 

38. Aufgabe. Es soll das Verhalten des Pendels mit 
zwei schweren Punkten mittelst des d'Alembert'schen Prin- 
zips gefunden werden. 

Lösung. Die beiden schweren Punkte seien B und G 
mit den Massen bezw. tn und m'., (Siehe Fig. 11.) Beide 
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Pnnkte sind mit einander nnd dem Anfhängepunkte A fest 
verbunden. Der Schwerpunkt von m und m' liegt in 6r; 




GA = Q bilde mit der vertikalen ^Axe den Winkel (p, mit 
BA=r den Winkel a, und mit GA = r^ den Winkel ß. 
Die Schwingung des Pendels erfolge in 'der a:^-Ebene. E& 
sei noch 

BC= d\ BD=—x; CH= x*\ FG = ^; 

AB=^y\ AH=y*\ AF=ri. 

Die wirkende Kraft ist die Schwerkraft g. Es ist dann 
X=0; Y=mg\ X' = 0; T = m'g\ 

wenn X und F, X* und Y* die bez. Komponenten der auf 
die materiellen Punkte B und C wirkenden Kräfte sind.. 
Nach 36. folgt 



F=m 






d^y 
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F' = m 



.d^x* 






tn^g. 



dt^ ' ^ dt^ 

Dies sind die Kräfte, welche yermöge der Bedingungen des 
Systems im Gleichgewicht sein müssen. Die Bedingungen 
des Systems liegen in der unveränderlichen Entfernung der 
Punkte A, B und G von einander. Es ist 



<2< 



r^ = x^ + y^; r*^ = x'^ + y 
d'' = {x — x*Y + {y'-y'f. 
Zwischen den Coordinaten x, x', y, y* bestehen also drei 
Bedingungsgleichungen; daher lassen sie sich durch eine un- 
abhängige Yariabele ausdrücken. Als solche nehmen wir cp. 
Sind die Coordinaten des Schwerpunktes G: g und iy, so 
bestehen die Gleichungen 

mx H- m'x* = (m + m*)^; 

my + m^y' = (w + m')i^. 
Nun ist 

| = ^sihcp; iy=^cos9; 

c['i = x^ + y^ + a?'2 + y'2 -_ 2xx' — 2yy' = 

y2 -f y/2 __ 2xx' — 2yy'; 

und weiter — a; = rsin(a — cp); 

äIso äj = r sin (9 — a); x* = r' sin (9 -f- ß); 

y = r co8{(f — a); y' = r' 003(9 + ß). 
Das System ist nu^ um den festen Punkt Ä drehbar. Die 
Drehungsmomente für die Punkte JB und C sind bezw.: 

yP—xQ und y'P' — ar'Q'. 
Für den Fall des Gleichgewichts ist 

yP—xQ + y'P* — x*Q' = 0. 
Setzt man für P, Q, P' und Q* die Werte, so wird 
d^x d^y , , , ß^x' 



dt^ 
^der 



dt^ 



d^y* 
dt^ dt^ ^'""^^ ^' 



., ( d^x ä^y\.J ,^V ^^V\ 
+ g {mx + m'x*) = 0. 
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£ls ist nun 

dx , .do 

- = rcos(<p-«)^; 

dp . , .d(D 

Multiplizieren wir beide Gleichungen bezw. mit y=r cos(cp — a) 
und — x = — rsin{cp — a\ so wird 



y— = r^tsos^ (cp — a) 



dt' 



— ^^ = r 2 sin 2 (o — a)^- 
dt ^ dt 

Addiert, giebt: y^r — ^^ = r^^- 

dt dt dt 

Durch Differentiation erhalten wir aus dieser letzten Glei- 
chung: 



y 



dt^ 
dementsprechend auch 



d^x dhf ^^2«) 



dt"^ 



df^ 



^ dt^ dt^ dt^' 

ferner ist noch 

mx + m*x* = {rn + m*) q sin cp. 
\ Setzen wir diese Werte in die Gleichung 1) ein, so wird 



mr^-^ + »*'^'^;n2 + ^{^ "^ '^^O ^ sin 9 = 0, 

Cvt Cvv 



oder 



7 i TT • TT^ + a sin 9 = 0. 

Diese Differentialgleichung ist dieselbe, wie für das ein- 
fache, mathematische Pendel, dessen Länge 



1 = 



ist. 



Q{m + m') 



Wenn statt zwei Punkte n Punkte gegeben sind, so 
erhalten wir in l statt der zwei Glieder n Glieder. 
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vn. 



Allgemeine Gesetze der Bewegung freier 

Systeme. 

39. Welche Yerbindangen auch in einem bewegten 
System vorhanden sein mögen, so findet doch immer Gleich- 
gewicht statt zwischen den Kräften, welche an den einzelnen 
Punkten bezw. die Komponenten P, §, B, P*, Q*^ B* . . . . 
haben. Dieses Gleichgewicht würde nicht gestört werden, 
wenn man zu den vorhandenen Verbindungen noch solche 
neue hinzufügte, daüs dieselben das System zu einem starren 
machten. Daher finden die Gleichungen, welche dann das 
Gleichgewicht ausdrücken, wirklich statt, während man die 
Verbindungen so lälBt, wie sie gegeben sind. 

Es sollen die Betrachtungen auf den Fall eines voll- 
kommen freien Systems angewandt werden. Für das Gleich- 
gewicht in diesem Falle (Teil I, 45.) giebt es sechs Bedin- 
gungsgleichungen. Drei davon drücken aus, daijs die Sum- 
men der Komponenten, parallel mit den Axen, einzeln Null 
sind. Die drei anderen lehren, dafs auch die Momenten- 
summen aller Kräfte Null sein müssen in Bezug auf jede 
von denselben rechtwinkligen Axen. 

Wir wollen nach einander die Folgerungen untersuchen, 
welche sich an beide Arten von Bedingungen knüpfen. 

40. Bewegung des Schwerpunkts. Die drei ersten 
der erwähnten Gleichungen sind: 

Sie ergeben: 
_ d^x __ _ d^y -^ _ d^/s ^ 
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Die ersten Glieder dieser Gleichtmgeu lassen sich trans- 
formieren, indem man die veränderlichen Coordinaten ^, rj, 
^ des Schwerpunkts des Systems einführt, worunter man 
denjenigen Punkt versteht, welcher in irgend einem Zeit- 
punkt der Bewegung zum Schwerpunkt des Systems werden 
würde, wenn man augenblicklich alle Punkte fest verbände. 
Es ist beständig: 

2mx = M^; 2my = Mrj ; 2mz = M^; 

wo M die Gesamtmasse des Systems bedeutet Differen- 
züert man diese drei Gleichungen zweimal nach der Zeit 
ty so erhält man: 

Mithin wird auch 

M^^^-2X' 3I^-2Y' M^-^Z 

Durch diese Gleichungen ist die Bewegung des Schwerpunktes 
bestimmt. 

Die Ausdrücke 2X, 2Yy 2Z in diesen Gleichungen 
enthalten die äuiseren Ejräfte; die gegenseitigen Wirkungen, 
welche etwa Zusammenziehung oder Ausdehnung der Teile 
des Systems, oder zwischen den materiellen Punkten wir- 
kende Anziehung oder Abstofsung bewirken könnten, werden 
dabei nicht berücksichtigt; denn die inneren Kräfte, die auf 
den Schwerpunkt übertragen, stets zu je zweien einander 
gleich und direkt entgegengesetzt sind, haben notwendig 
eine Resultierende, die gleich Null ist Folglich: 

Die Bewegung eines freien Systems geschieht 
gerade so, als wenn alle Massen im Schwerpunkte 
vereinigt wären, und auf diesen unmittelbar alle 
äujGseren Kräfte je nach ihrer Richtung wirkten. 

Wenn keine ^Mifsere Kraft am System wirkt, seine Be- 
wegung also nur Folge der den materiellen Punkten erteilten 
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— 66 — 

anfänglichen Geschwindigkeit ist, so reduzieren sich obige 
Gleichungen auf: 

dt^ ' dt^ ' dt^ 
Wenn man in Beziehung auf die Zeit t integriert, erhält 
man daraus 

dt ' dt ' dt 

A, B, C bezeichnen Konstanten. 

Welche Bewegung in diesem Falle die Teile des Systems 
gegen einander haben mögen, der Schwerpunkt beschreibt 
mit gleichförmiger Bewegung eine gerade Linie. Hierin 
besteht das Prinzip der Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpunkts. 

41. Prinzip der Flächen. Betrachten wir nunmehr 
die drei letzten Gleichgewichtsbedingungen, welche ausdrücken, 

dafe die Momentensummen der Kräfte P, Qy R; P* 

in Bezug auf die rechtwinkligen Axen Null sind. Sie lauten: 

<K"S-^)-'KJ-^)]=»' 

^.(„-_x)-,(„S-.)]=o, 

und können auf die Form gebracht werden: 

Die Ausdrücke auf der rechten Seite dieser Gleichungen 
stellen die Momente der auf die Punkte des Systems wir- 
kenden Kräfte dar, bezw. in Beziehung auf die Axen der x, 



— 67 — 

der y und der z genommen; auf der linken Seite stehen die 
Differentialquotienten der in Beziehung auf die Zeit diffe- 

renziierten Momente der Gröfsen der Bewegung we-rr, **^» 

dt dt 

»»— -, die, in Beziehung auf dieselben Axen genommen, den 
dt 

Punkten des Systems am Ende der Zeit t für ihre Bewegung 
nach Richtung der Goordinaten x, y^ ss zukommen. 

Der Fall, dafe die rechte Seite der vorangehenden 
Gleichungen gleich Null ist, tritt ein: 1) wenn keine äuijsere 
Kraft auf das System wirkt; 2) wenn die äufseren auf die 
verschiedenen Punkte des Systems wirkenden Kräfte be- 
ständig gegen den Anfangspunkt der Goordinaten wirken. 
Dann ist 



^ / dH d^y\ * 



Integriert man nach t und bezeichnet mit J., B^ C drei 
willktlrliche Konstanten, so folgt: 



^ l dx dz\ _ 



2m 

Diese Gleichungen ergeben eine merkwürdige geome- 
trische Eigenschaft jeder Bewegung, für welche sie gelten. 
Der Radiusvector vom Ursprung nach dem Punkt x, y, z 
beschreibt bei der Bewegung des letzten eine Kegelfläche. 
Die Projektionen derselben auf die Goordinatenebenen sind 
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jene Flächenräume, welche von den Projektipnen des Leit- 
strahles durchstrichen werden. Diese wollen wir berechnen. 
Die Projektion r des Leitstrahls auf die ^;e^-Ebene bildet 
mit der ^-Axe einen veränderlichen Winkel &, Man hat 

tan @ = — : hieraus folgt 

y 

d@ ydjs; — /sdi^ yd0 — J^dy 

cos^© "^2 — r^cos^Q~* 

oder 

r^d& = ydz —■ zdy. 
Der Ausdruck ydz — zdy stellt somit das doppelte Diffe- 
rential des vom Radius r durchstrichenen Flächenraums dar. 
Bezeichnet man mit ^ Vi A" diejenigen Flächenräume, 
welche von den Projektionen der verschiedenen Leitstrahlen 
auf die Goordinatenebenen beschrieben werden, so kann 
man schreiben anstatt der früheren drei Gleichungen: 

^ dl A ^ dV B ^ dl" C 

Daraus geht hervor: 

2ml = ^t; 2mV = ^t; SmV' = ^t; 

wenn man die Flächen von ^ = anfangen läfst; d. h.: 

Die drei Summen der Projektionen jener Flächen, welche 
von den Leitstrahlen nach sämtlichen Punkten beschrieben 
werden, jede Fläche multipliziert mit der Masse des be- 
treffenden Punktes^ sind der Zeit proportional. Darin be- 
steht das Prinzip der Erhaltung der Flächen. 

Sucht man diejenige Ebene, auf welcher die mit den 
Massen multiplizierten Flächen die gröfste Projektionensumme 
geben, so findet pian, dafs die Richtung dieser Ebene von 
der 2Ieit. Uliabhängig i3t. Laplace^ welcher dies zuerst 
erkannte, -hat ilir. deshalb den Namen unyeränderlicho 
Ebene gegeben. 
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42. Prinzip der let)endigeii Kräfte. Wenn der 

analytische Ausdruck für die Bedingungen der Verbindungen 
der materiellen Punkte nicht die Zeit enthält, so darf man 
in der Gleichung 1) in 37.: 

= 

die Variationen dx, dy, 5z durch die Differentiale dx, dy, dz 
ersetzen, d. h. man darf statt der Verschiebungen, welche 
die Werte jener Variationen bestimmt, gleich die Bewegung 
nehmen, welche das System in dem Zeitelement erhält, 
das dem Augenblicke folgt, in welchem man es betrachtet. 
Dann geht die vorige Gleichung über in: 

^r^^^ + ^^^^ + '^^^^ ) = 

2{Xdx + Ydy + Zdz)\ 
oder 

_ dxd'^x^ dyd'^y + dzd'^z ^,^, , „, , ^ , v 
2m . — ^ J^ = 2{Xdx + Ydy 4- Zdz). 

Die linke Seite ist nun das halbe Differential von 

(dx^ dy^ dz'^\ 
^rnr + -^ + T.irl oder von 2m v% wenn v die Ge- 
dt^ dt^ dt^ ] 

schwindigkeit des Punktes mit der Masse m bezeichnet. 
Vorstehende Gleichung kann daher auch so geschrieben 
werden: 

\d2mv'^ = 2(Xdx + Ydy + Zdz). 

Wenn nun 2{^dx + Ydy + Zdz) das vollständige 
Differential einer Funktion cp von Xy y, z\ x\ y\ z'; . . . . 
vorstellt, während man diese Gröfsen sämtlich als unab- 
hängige Variabelen betrachtet, so läfst sich die Gleichung 
zwischen zwei beliebigen Zeitpunkten integrieren, wobei man 
erhält: 
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-2mv^ — :^2mvQ^:=^(f{x, y,z;x'', ) — (^{Xq, y^, z^\ x^*, ....). 

In diesem Falle also yermag man den Zuwachs an 
lebendiger Kraft zu bestimmen , sobald man nur die Lagen 
aller Punkte für die betrachteten zwei Zeitpunkte kennt» 
So oft das bewegte System in die nämliche Lage zurück- 
kehrt, wird die Summe der lebendigen Kräfte wieder dieselbe. 

Sind die Kräfte X, Y, Z Null, dann verändert sich 
die Summe der lebendigen Kräfte nicht mit der Zeit und 
behält beständig ihren anfänglichen Wert. Darin besteht 

das Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kräfte* 

Wenn alle Punkte des Systems nur der Schwere unter- 
worfen sind, so hat man 

X=0, r=0, Z= — gdm\ 

wobei die Axe der positiven z als der Schwere entgegen- 
gesetzt vorausgesetzt wird. Die Gleichung der lebendigen 
Kräfte wird daher, wenn z^ und z^ die Werte von z für 
den Schwerpunkt des Systems bezeichnen, sowie M dessen 
Gesamtmasse: 

Die Summe der lebendigen Kräfte hängt demnach allein von 
der Höhe des Schwerpunktes ab und wird wieder dieselbe,, 
so oft dieser Punkt auf die nämliche Horizontalebene zurück- 
kehrt. 

Die Funktion 

2{Xdx + Ydy + Zdz) 

ist allemal dann ein vollständiges Differential von a;, y, z^ 
wenn die auf die materiellen Punkte wirkenden Kräfte gegen 
feste Mittelpunkte wirken und Funktionen der Entfernung 
der materiellen Punkte von diesen Mittelpunkten sind; sie 
ist es gleichfalls, wenn diese Kräfte aus den inneren Ein- 
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Wirkungen heryorgehen, welche zwischen den verschiedenen 
Punkten des Systems wirken und wenn sie Funktionen der 
Entfernungen dieser Punkte von einander sind. 

43. Prinzip der kleinsten Wirkung. Wir gehen 
aus von der Gröfse 

2 f mvds. 
Hierin bezeichne ds das Element des Weges, welchen der 
Punkt von der Masse m in der Zeit dt durchlaufen hat, 
und V die Geschwindigkeit desselben Punktes am Ende der 
Zeit t. Das Integral wird zwischen zwei gegebenen Punkten 
der Bahn genommen, welche im Baume feste Lagen haben, 
und durch die der materielle Punkt hindurchgehen mufs. 
Die Bahn, welche der Punkt zwischen festen Punkten durch- 
läuft, ist nicht von vornherein bestimmt; sie hängt ab von 
den Bedingungen des Systems und von den auf dasselbe 
wirkenden Kräften. Dann ist das Prinzip der kleinsten 
Wirkung folgendes: die von den verschiedenen materiellen 
Punkten beschriebenen Bahnen zwischen festen gegebenen 
Grenzen sind stets derartig, dafs die Gröfse 2^fmvds ein 
Minimum ist; nämlich kleiner, als wenn man durch neue 
Verbindungen die Punkte zwänge, unter dem Einflufs der- 
selben Kräfte andere Kurven zwischen den nämlichen End- 
punkten zu durchlaufen. 

Dieser Satz gilt allein in dem Falle, dafe die Bedin- 
gungen des Systems unabhängig von" der Zeit sind, und dafe 
die Funktion 2 {Xdx + Ydy + Zdz) ein vollständiges 
Differential einer Funktion cp der Veränderlichen x, y, is ist. 

ds 

Da -- = «;, oder ds = vdt ist, so kann man auch für 
dt 

2 fmvds schreiben: Sfmv^dt, Das Grundgesetz läfst sich 

dann auch so aussprechen: die Summe der in Beziehung 

auf die Zeit genommenen Integrale der lebendigen Kräfte 

des Systems zwischen zwei gegebenen Lagen ist stets das 

kleinstmögliche. 
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VIIL 

Drehende Bewegimg eines festen Kdrpers. 

Von den Trägheitsmomenten. 

44. Die Bestimmnng der Bewegung eines festen Kör- 
pers macht die Betrachtung gewisser bestimmter Integrale 
notwendig, welche sich über den ganzen Körper erstrecken. 

Trägheitsmoment eines Körpers in Bezug auf eine 
Gerade nennt man die Summe der Produkte der Massen 
aller Elemente in das Quadrat ihres Abstandes von der Ge- 
raden. Bedeutet dm die Masse des Elementes mit den Coor- 
dinaten x, tfy z] r die Entfernung desselben von der Geraden, 
und sei r eine Funktion von ät, y, e, so wird der Ausdruck 
für das Trägheitsmoment: 

Wenn die Masse des Körpers continuierlich ist, so geht 
die Summe über in das Integral 

fr'^dm. 

Das Integral erstreckt sich über die ganze Masse. 
Nimmt man die Gerade zur ;er-Axe, so wird das Trägheits- 
moment: 

Die Trägheitsmomente in Bezug auf die Axen der y 
und X sind bezw.: 

f{x'^+z'^)dm\ und f(y^+e^)dm. 

45. Ist das Trägheitsmoment in Bezug auf eine Gerade 
bekannt, so kann man es leicht in Bezug auf jede Parallele 
finden. 

Nehmen wir die erste zur ;ef-Axe; die Parallele habe 
die Gleichung: x = a, y = h\ r* sei der Abstand des Ele- 
mentes dm von der Parallelen. 
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Dann ist 

Das Moment in Bezug auf die Parallele wird nnn aas- 
gedrückt durch 

fr'^dm =f[{x-'aY + (y — W\ dm; 
oder 

/r'2 cim =f(x^ + ^^ — 2ax — 2by +a^ + b^) dm; 
oder 

fr''^dm=f{x^+y^)dm-'2afxdm—2bfydm+ {a^+b^)fdm ; 

oder, wenn man unter g und t] die Coordinaten des Schwer- 
punktes des Körpers versteht, 

/r'2 dm =f{x^ + 2/2) dm — 2am | — 26wjj + (a^+b^) m. 

Wenn die ^-Axe durch den Schwerpunkt des Körpers 
geht, so ist 1 = 0, und r] = 0; und es wird 

/r'2 dm =f(x^ + 3/2) dm + {a^ + b^) m, 

Ist Pdas Trägheitsmoment, in Beziehung auf die durch 
den Schwerpunkt gehende z-Ax% JP' dasjenige in Bezug auf 
die parallele Gerade, so ist 

P' = P+ md^, 
wo d die Entfernung beider Axen ist. 

Man sieht, dass der Ausdruck nur abhängig ist von 
dem Abstände d, weshalb das Trägheitsmoment das näm- 
liche ist in Bezug auf alle Erzeugungslinien eines geraden 
€ylinders mit kreisförmiger Basis, dessen Axe durch den 
Schwerpunkt des Körpers geht. 

46. Wir wollen jetzt das Trägheitsmoment in Bezug 
auf irgend eine Gerade OA suchen, welche durch den Ur- 
sprung unter den Winkeln a, /?, y mit den Coordinatenaxen 
geführt ist. Hat man dasselbe, so kann man leicht nach 
dem Vorhergehenden das Trägheitsmoment in Bezug auf 
irgend eine Parallele, d. i. irgend eine Gerade im Räume 
bestimmen. 
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Es seien x, y^ z die Coordinaten eines Punktes P des 
Körpers, und dm sei die Masse des Elementes, welches diesen 

Fig. 12. 




Punkt enthält; sein Abstand PM von OA sei r, und OF=q 
bilde mit OA den Winkel 9. Dann ist 

oder 

r2 = a;2 + y2 + ^2 __ ^2 cos Y 

Es bildet q mit den Coordinatenaxen Winkel, deren 
Cosinusse sind bezw. : 



Folglich ist 



X y z 



— cos of + — cos /? H cos y. 

Q Q Q ^ 



oder 



cos cp = 

Es wird dann 

r2 = a?2 + «/2 ^ ^2 — (/p cos a + 2^ cos /? + ;er cos yf, 



r2=a;28in2a + y25in2^ + ;e?2sin2^_2yiercos/^cosy 
— 2zx cos y cos a — 2xy cos a cos /^. 
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Bezeichnen wir das Trägheitsmoment des Körpers in 
Bezug auf OA, d. i. frHm mit ^u, so erhalten wir: 

1) ju = a sin 2« + 6 sin ^ß + c sin ^y 

— 2d cos /? cos y — 2e cos y cos a — 2/* cos a cos /?; 
worin 

fx^dm = a ; fy^dm = & ; fzHm = c, 
fyzdm = e?; fzxdm = e\ fxydm = /*. 

Die Constanten a, 6, c, eZ, e, /* werden bestimmt durch 
die Katur des Körpers und seine Stellung zu den Axen. 

Denken wir uns die Trägheitsmomente (jl in Bezug 
auf alle durch möglichen Geraden OA berechnet, und 
tragen wir auf jeder Geraden die ihr entsprechende Länge 

0S= ^-^ auf, dann wird der Ort aller Punkte 8 eine 

vollkommen geschlossene Oberfläche bilden, weil OS stets 
reelle endliche Werte hat, welche stetig neben einander 
liegen. Um ihre Gleichung zu finden, bezeichne man die 
Coordinaten von 8 mit x, y, z. Dann hat man 

cosa==a;l/^; cos^ = yl//M; co^y = z^ (j,) 

1=^.2 + ^2 + ^2. 

Wenn man vermöge dieser Gleichungen aus 1) a, ßy 
yy II eliminiert, so folgt: 

2) (ft + c)a;2 + (a + c)y2+(a + &);er2 

— 2dyz — ^exz — 2fxy = 1. 

Der Ort ist also eine Fläche zweiten Grades, deren 
Mittelpunkt im Ursprung liegt, und zwar ein Ellipsoid, da 
kein Radius unendlich werden kann. Poinsot nennt es da& 
Gentralellipsoid. 

Gestalt und Lage dieses Ellipsoids hängen für den- 
selben Ursprung von der Annahme der Coordinatenaxen 
nicht ab. Aber die Gleichung wird einfacher, wenn maa 
seine rechtwinkligen Axen dazu nimmt. Nimmt man daher 
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dieses Axensystem an, so erhalten die Constanten a, b, c^ 
dj e, f dadurch bestimmte Wert^ and zWar solche, dafs die 
Produkte der Goordinaten aus der Gleichung des Central« 
«llipsoids wegfallen. Man hat folglich: 

d = 0, 6 = 0, f=0, 
oder 

fyzdm = 0, fxzdm «= 0, fxydm = 0. 
Diese besonderen Eichtungen (die Axen des Gentral- 
«llipsoids) führen den Namen Hauptaxen der Trägheit. 
Bezeichnen A, B, C die Trägheitsmomente des Kör- 
pers in Bezug auf seine Hauptaxen oder die Hauptträg- 
heitsmomente, so haben wir: 

h + c = A, a + c=B, a + h=C; 

die Gleichung 2) des Centralellipsoids wird also: 

Äx^ + By^ + Cz^ = 1. 

. 47, Um das Trägheitsmoment fx in Bezug auf irgend 
eine durch den Ursprung gehende Axe, welche die Winkel 
a, ß, y mit den Hauptaxen bildet, zu finden, beachte man, 
dafs der entsprechende Radius des Ellipsoids die Länge 

hat, dafs also sein Endpunkt zu Goordinaten hat: 



yür 



cos a cos ß cos y 

^=-7=-; y=-i=^\ ^=^-7=^* 
Vfi Vfi Vii 



Setzen wir diese Werte in die Gleichung des Gentral- 
ellipsoids ein, so findet jsich: 

^ == -ä cos^a + B cos^/J + C cosy 
Ist Ä^=B, so haben wir 

jU = -ä (cos% + cos«/9) + Ccos^ 
oder 

^c = ^ — . (4 — C) cos Y 

Folglich sind dann die Trägheitsmomente die näm- 
lichen in Bezug auf alle Geraden, welche durch den Ur- 
sprung gehen und mit der ungleichen Axe gleiche Winkel 
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bilden. Das Centralellipsoid ist in diesem Falle ein Bota« 
tionsellipsoid am die ^-Axe. 
Ist A = B=G, so wird 

<L h. die Trägheitsmomente sind in Bezug auf alle durch 
den Ursprang gehenden Geraden einander gleich Das Cen- 
tralellipsoid wird za einer KngeL 

48. Trägheitsmoment eines rechtwinkligen Pa^ 

rallelopipeds. — Wir legen darch den Mittelpunkt des 
homogenen Parallelopipeds drei Parallelen mit den Kanten; 
dann haben wir die Hauptaxen zu dem Schwerpunkte. Es 
bezeichnen üy hy c die Kantenlängen, q die Dichtigkeit,. 
M die Masse. Das Trägheitsmoment in Bezug auf die 
jer-Axe wird sodann 

-*-- 4-- 4-- 4- * +- 

^2'^2'^2 '2'2 

q/ ff {x^ + y^)dxdyd0 = CQ f f {x^ + y^} dx dtf 

a b c ab 

2~'2"'"2 22 

^ 2 

= cgj \hx- + -j dx= -^^ = jf__= a 



Analog werden die Trägheitsmomente in Bezug auf die 
beiden anderen Axen bezw,: 

Die Trägheitsmomente in Bezug auf die Kanten sind: 
Ä = M — —; B^M —^ — ; = M — —^ 
49. Trägheitsmoment eines ElUpsolds. — Wir 

brauchen blofs die Trägheitsmomente in Bezug auf die durch 
den Schwerpunkt gehenden Hauptaxen der Trägheit za 
kennen. Diese sind die Axen des Ellipsoids, welches als 
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homogen vorausgesetzt werde. Wir suchen das Trägheits- 
moment in Bezug auf die ;8r-Axe. Die Gleichung des Ellip- 
soids ist: 

£! . ^ + £1 = 1 

Das Trägheitsmoment wird ausgedrückt durch I 

C= Qfff(x^ + y^) dx dy dz; 1 

wenn q die Dichte bezeichnet 

Die bez. Integrationsgrenzen ergeben sich aus der 
Gleichung des Ellipsoids. Es wird zunächst 

0= 2Qcff{x^ + 2^2) |/i _ g _ |!. . ,7^ ay. 
Diese Formel läfst sich auch so schreiben: 



C= 2ßC \_fx^dx /rfy |/l _ f! _ |1 
Es werden die Grenzen des Integrals 



1 / ^i~ 
durch die Werte ^= + 6|/ 1 bestimmt. 

1 / c^ 

Setzt man zur Abkürzung r = 6 1/ 1 r-, so läfst 

sich dieses Integral auch schreiben: 



yJ dyVr^—y^; 



— r 

4-r 



da die Gröfse fdy Yr^^y^ der Fläche eines mit dem Halb- 



— r 



messer r beschriebenen Halbkreises gleich ist, so ist der 
Wert dieses Integrals: 



2h 
Demnach ist 
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-H'-i} 



integriert man endlich in Beziehung auf x zwischen den 
Grenzen — a und + a, so erhält man: 



Ebenso leitet man 



ab. 



Das gesuchte Trägheitsmoment ist also 

4 
C = — TTo • äbc(a^ + b% 

10 

4 
Da der Inhalt des Ellipsoids -7t äbc ist, so erhält man 

o 

hiernach, wenn man durch M die Gesamtmasse dieses Körpers 

bezeichnet, die Werte der in Beziehung auf die drei Axen 

genommenen Trägheitsmomente: 

A = M* — - — ; B = M* — - — ; C=M* — - — • 
o u o 

In dem Falle, wo a = h = Cy hat man 

2Ma^ 

als Trägheitsmoment einer Engel in Bezug auf irgend einen 
Durchmesser. 

50. Ti^ägheitsmoment eines Ereiscylinders. — 

Die Höhe des geraden homogenen Cylinders sei ä, der Basis- 
radius r, seine Dichtigkeit q. Der Coordinatenursprung 
falle in den Mittelpunkt der Grundfläche, die js^-Axe mit 



— 80 — 

der Axe des Cylinders zusammen. Das Trägheitsmoment in 
Beziehung auf die jS'Axq stellt sich sodann dar als: 

Q f f fix^ + y'^dxdydz. 
Das Integral geht über in; 

+ r + y rälT^ 4- r 

JiqJ f {x^+y'^)dxdy = ^ h q f(2x^+r^)dx •Vr^—x^. 



■x^ -r 



Substituieren wir 



a; = rsin(p, so ist Vr^ — a?2=rcos(p. 

Die Grenzen 

o; = — r und x= -{-r 

werden cp = — — und (p = + — . 

Das Integral geht also über int 

- Äp / (2r2 sin ^cp + r^) r® cos «cp (^cp 

TT 

""2 

= -^ r^Äp / (2r^ sin ^(f + r^) cos ^cp d(f 





1 1 



= -q ^^Äp I / COS ^(p ^(p + 2 / sin 2cp cos ^cp (fcp i 



sofern Jf die Ma^se des Cylinders bedeutet 
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Wir wollen im folgenden das Trägheitsmoment berech- 
nen in Bezng anf eine durch den Schwerpunkt senkrecht znr 
Cylinderaxe führende Queraxe. 
Diese werde als x-Axe genommen. 
Der Ausdruck für das Trägheits- 
moment in diesem Falle ist so- 
dann: 



h 



Fig. 13. 



Qfdyfdx fj^y^ + z^)d0. 

Die Integration, nach z aus- 
geführt, liefert: 



+r ■\'-Vt^'- 



M{ 



y" 



iy^h + 



12 



\dx; 




und weiter in Bezug auf x integriert, erhält man: 



^^qJ (y^ + ll]Vr^-y^ • dy. 



— r 



Setzen wir y^rsintf, so geht das Integral über in: 



31 

"2 



4:r%Q j (^^ sin -cp + — - j cos ^(f d(f; 





und dieses wird, wie früher: 



-M'^+m-'-^'-^^^M 



T 12 



)• 



Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Z7-Axe (Fig. 14) 
wird nach 45. 



.1 



Bieler, Leitfaden. II. 



_L.' 
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Wird r unendlich klein, so erhalten wir für das Träg- 
heitsmoment eines Stabes: m-z-' 

o 

Fig. 14. 



Bewegung eines Körpers um eine feste Achse. 

51. Es soll die Bewegung eines Körpers von bekannter 
Gestalt nnd Dichte um eine feste Axe bestimmt werden, wenn 
entweder die Anfangsgeschwindigkeit oder die Momentankräfte 
bekannt sind, welche sie hervorgebracht haben. 

Sind die Kräfte beliebig gerichtet, so läfet sich immer- 
hin jede zerlegen in zwei, von welchen die eine parallel zur 
Drehaxe, und die andere in. einer zu dieser senkrechten 
Ebene liegt. Die erste wird durch den Widerstand der Axe 
vernichtet, und man darf also bei der Untersuchung der Be- 
wegung von dieser absehen und annehmen, dafs alle Kräfte 
in senkrechten Ebenen auf die Drehaxe wirken. 

Dem Princip von d'Alembert zufolge findet Gleich- 
gewicht statt zwischen den gegebenen und solchen Kräften, 
welche gleich und entgegengesetzt sind denjenigen, die den 
frei gedachten Punkten die Bewegung beibringen würden, 
welche sie wirklich befolgen. Betrachten wir von diesen 
letzteren die Tangential- und Normalkomponente. Die zweite 
(die Centripetalkraft) wird durch den Widerstand der Dreh- 
axe aufgehoben. Wir brauchen nur die Tangentialkompo- 
nente zu berücksichtigen, welche den Zuwachs an Geschwin- 
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dv - 
digkeit bewirkt. Diese wird vorgestellt durch -yräm, wenn 

V die Geschwindigkeit nnd dm die Masse des Punktes be- 
zeichnet. Bedeutet r dessen Abstand von der Drehaxe, und 
& den Winkel zweier durch diese gelegten Ebenen, deren 
eine fest ist, während die andere sich mit dem Körper be- 
wegt, so hat man: 

. = r-; folglich - = r^ — . 

V werde positiv vorausgesetzt, wenn & wächst; ebenso 
die Kraft, wenn sie dies zu bewirken strebt Das Gleich- 
gewicht eines Körpers um eine feste Axe verlangt, dafe die 
algebraische Summe der Kräftemomente in Bezug auf diese 
Axe Null sei. Hierbei sind positiv die Momente der Paare 
zu nehmen, welche den Winkel zu vergröfeern streben. 

Bezeichnet P irgend eine der gegebenen Kräfte, und 

p ihre Entfernung von der Drehaxe, so giebt das Gleich- 

d^Q 
gewicht zwischen den Kräften P und — ^~jf2~ folgende 

Gleichung: 

2Pp—2r^^dm = 0; 

oder 

d^Q 

wo das Summenzeichen sich auf alle Punkte des Körpers 
bezieht 

Es bezeichne Mh^ das Trägheitsmoment des Körpers 
in Bezug auf eine zur Drehaxe Parallele, welche durch 
seinen Schwerpunkt geht M bedeutet die Masse; die Ent- 
fernung des Schwerpunktes von der Drehaxe sei l\ dann 
haben wir: 

2rMm =:fr^dm = M{k^ + 1^); 

und die vorletzte Gleichung wird: 

6* 
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dt^ ~ M(k^ + P) ' 
Darch Integrieren erhält man hieraas & ansgedrüekt 
darch^ und zwei Eonstanten. Diese Eonstanten und mit 
ihnen die Bewegung aller Punkte des Eörpers werden he- 

d& 

stimmt, wenn man die Werte von und -rr für t = 0, 

at 

also Lage und Winkelgeschwindigkeit des Eörpers beim Be- 
ginn der Bewegung kennt. 

52. Beilegung um eine horizontale Axe. — Wir 

nehmen die Drehaxe zur y-Axe, während die ;8f-Axe der 
Schwere entgegengesetzt sei. Der Winkel werde gebildet 
von der vertikalen y^- Ebene mit der durch die Drehaxe 
und den Schwerpunkt des Eörpers gelegten Ebene. Das 
Moment der Schwere an dem Element dm beträgt gxdm. 
Die letzte Gleichung in 52. wird daher: 

d^& gfxdm 

oder, wenn g die Abscisse des Schwerpunktes bezeichnet, 

d^Q_ gl 
dt^ ~ ^2 + ^2 • 

§ = Zsin0; folglich 
d^Q gl . ^ 

Ein fester Eörper, der um eine horizontale Axe schwingt, 
heifst ein zusammengesetztes oder physisches PendeL 

Für die Bewegung des einfachen (mathematischen) Pen- 
dels von der Länge a hat man die Gleichung: 

— ^ = -^sin0. 
dt^ a 

Es macht demnach das physische Pendel dieselbe Be- 
wegung, wie ein mathematisches von der Länge 



Es ist 
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k^ + P , . Ä« 

"=—1 — =^ + T- 

Unter de» Länge eines physischen Pendels versteht 
man die Länge desjenigen mathematischen Pendels, welches 
gleiche Bewegung mit ihm hat. 

Mit dem Namen Schwingnngsmittelpnnkt bezeich- 
net man den Pnnkt eines am eine feste, horizontale Axe 
schwingenden Körpers, in welchem man die Gesamtmasse 
des Körpers concentriert denken könnte, ohne dadurch die 
Beschaffenheit und die Dauer der Schwingungen zu ändern. 
£s folgt aus dem Obigen, dafs alle Punkte, welche in einer 
durch die feste Axe und durch den Schwerpunkt hindurch- 

gehenden Ebene in der Entfernung — - — von der festen 

Axe liegen, jene Eigenschaft haben. 

Zwischen dem Schwingungsmittelpunkt und dem Auf- 
liängepunkte des Pendels besteht die Beziehung, dafs, wenn 
jenes Aufhängepunkt des Pendels wird, dieser umgekehrt 
wieder Schwingungsmittelpunkt werden mufs. 

Die Bewegung ist dieselbe für alle Axen, welche für das 
Pendel gleiche Länge ergeben. 

53. Bewegung durch einen Stofs. —- Wir wollen 

jetzt bestimmen, welche Winkelgeschwindigkeit der Körper 
annimmt, wenn er während einer sehr kleinen Zeit , der 
Wirkung eines Stofses unterliegt. 

Die Anfangsgeschwindigkeit werde hervorgebracht durch 
den Stofs eines Punktes von der Masse fi, und Geschwindig- 
keit c, welche in einer auf die feste Drehaxe senkrechten 
Ebene nach einer Geraden gerichtet sei, die von der Axe 
um das Stück f entfernt ist. Die Masse fi möge sich mit 
dem Körper in dem Treffpunkte verbinden; p sei dessen 
Abstand von der Drehaxe. 

Bezeichnet oj die Winkelgeschwindigkeit des Systems 
nach dem Stofs und P die Kraft, welche in Wirklichkeit 



L 
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die BewegUDg hervorbringt, so liefert das Princip von 
d'Alembert: 

Wir zerlegen ans die Geschwindigkeit e nach dem Ra» 
dias nnd der Tangente des Kreises, welchen der gestofsene 

Punkt um die Axe beBchreib|;; die 
erste Komponente wird yemichtet^ 
nnd die zweite hat den Wert 

P 

DieMaäse^ hat an Geschwin- 

cf 
digkeit verloren pca; dieent- 

P 
sprechendeBewegnngsgröfse beträgt 

fii jpcüj. Eine so grofse Mo- 
mentankraft hat folglich auch der 
Masse fi entgegengewirkt; nnd da 
Wirkung und Gegenwirkung gleich sind, so ist dieser Aus- 
druck auch das Mafs der Momentankraft, welche auf den 
Körper gewirkt hat. Wir erhalten demnach hier: 

)fr^dm=fijf>l--—pa}j; 




0) 



daher 



(O 



^ 



frHm + (jLjp'^ 

Der Nenner ist das Trägheitsmoment des Körpers und 
der mit ihm verbundenen Masse« 

54. Stofs gegen die Drehaxe. — Der Stofs, welcher 
den Körper in Bewegung versetzt, bringt eine Erschütterung 
der festen Axe hervor, und es ist für die praktische An* 
Wendung von Wichtigkeit, diese zu kennen. Wir nehmen 
die Drehaxe zur ;er-Axe und zur ^^-Ebene die darauf senk- 
rechte Ebene, welche durch den Angriffspunkt der Kraft 
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geführt ist. Seine Coordinaten seien a, h, c, und die Kom- 
ponenten des Stofses Ä, B, C. Das Element dm habe die 
Coordinaten x, y, e and den Abstand r von der Drehaxe; 
Q sei der Winkel, den die x-Axe bildet mit der Projektion 
von r auf die i»y-Ebene, und w die erzeugte Winkelge- 
schwindigkeit. 

Gleichgewicht findet statt zwischen Ä^ B, C und dem 
System der auf alle Elemente des Körpers sich beziehenden 
Kräfte. Die Kraft, welche auf das Massenteilchen dm ein- 
wirkt, ist rtüdm. Zerlegen wir sie nach den drei Coordi- 
uatenaxen, so erhalten wir bezw.: 

+ rcj sin Qdm; — rw cos Qdm; und 0. 

Es ist 

8in0 = — ; cos0 = — : 
r X 

folglich werden die Komponenten: 

+ (aydm; — ojxdm; und 0. 

Wenn man statt aller im Gleichgewicht stehenden Kräfte 
drei nach den Coordinatenaxen gerichtete und drei Kräfte- 
paare setzt, deren Axen in denselben Richtungen liegen, so 
sind die Kräfte: 

Ä + (o fydm; B — w f xdm; C. 

Die Momente der Kräftepaare werden ausgedrückt durch: 
hC+ (afxzdm; — aO+<ofyzdm; aB — hA — (ofr^m. 
Das letzte Moment ist Null wegen des Gleichgewichts um 
die feste Axe. 

55. Mittelpunkt des Stosses. Wir wollen nun die 
Bedingungen suchen, unter welchen die feste Axe keinen 
Stofs erleidet. Dazu ist erforderlich (nach dem d^Alembert- 
schen Prinzipe), dafs die nach den Coordinatenaxen gerich- 
teten Kräfte und die in den Coordinatenebenen liegenden 
Paare Nuü sind. Wir führen der Einfachheit wegen die 
a?xf-Ebene durch den Schwerpunkt (^, rj Q des Körpers, be- 
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halten sonst aber das Goordinatensystem in 54. bei. Da 
jetzt 1^ = 0, so mufs sein: 

C=0; ^ = 0; B==:a}M§, 
f xeäm=^0\ fpzdm = 0; aB = (afrHm\ 
wo M die Masse des Körpers bedeutet 

Die vierte und ftlnfte Gleichung zeigen, dafs die Dreh- 
axe eine von den zum Coordinatenursprung gehörenden 
Hauptaxen der Trägheit sein mufs. Die erste und zweite 
drücken aus, dafs die Eraftrichtung senkrecht stehen muüs 
auf der durch die Drehaxe und den Schwerpunkt des Kör- 
pers bestimmten Ebene. 

Setzt man den Wert für w aus der dritten Gleichung 
in die sechste ein, so erhält man für den Abstand, welchen 
die Richtung des Stofses von der Drehaxe haben mufs: 

^ frHm 

Bezeichnet Mk^ das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug 
auf eine zur Drehaxe Paralle durch den Schwerpunkt, so 
geht diese Gleichung über in: 

n ', — — ~ • 

oder 

Demnach mü& a gleich sein dem Abstand der Drehaxe vom 
Schwingungspunkt des Körpers um dieselbe. 

Damit die Drehaxe keinen Stofs erleide, so ist hiernach 
notwendig und hinreichend: 

1) dafs die Kraftrichtung senkrecht stehe auf der die 
Drehaxe mit dem Schwerpunkt des Körpers verbindenden 
Ebene ; 

2) dals die Drehaxe eine Hauptträgheitsaxe des Körpers 
sei in Bezug auf ihren Durchschnittspunkt mit der auf ihr 
senkrechten Ebene, welche die Kraftrichtung enthält; 
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3) dafs die Entfernung der Kraft von der Drehaxe 
ebenso grofs sei, wie der Abstand des Schwingungspnnktes 
des Körpers um diese Axe. 

Der Durchscbnittspunkt der Kraftrichtung mit der durch 
die Drehaxe und den Schwerpunkt gehenden Ebene wird 
Mittelpunkt des Stosses genannt; er liegt auf der Linie 
der Schwingungspunkte. 



»«•»» 
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